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RESUME. Nous étendons les résultats de Badouel & Darondeau sur la synthése de réseaux de
Petri non étiquetés a partir d’'un langage régulier au cas d’une famille de langages solutions de
formules de mu-calcul modal; ces formules sont traduites en spécifications modales, dont une
restriction structurelle rend le probleme décidable.

ABSTRACT.We present an extension of Badouel & Darondeau’s results for unlabeled Petri net
synthesis from regular languages. We study synthesis from families of languages defined through
modal mu-calculus sentence formulas, which translate into modal specifications. A structural
restriction makes this problem is decidable.
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1. Introduction

Le probléme de synthése de réseaux de Petri est celui de décider de I'existence
d’'un réseau isomorphe a un graphe fini donné. Ce probléme a été résolu en utilisant
la théorie des régions [BAD 99], dont le principe est de chercher des régions dans un
graphe a partir desquelles on peut déduire les places du réseau synthétisé. Le but de la
synthése est ici de produire, a partir d'un objet séquentiel : le graphe, un objet concur-
rent : le réseau, dont le graphe des marquages est isomorphe au graphe initial. La
synthése a été étendue dans [BAD 02] a des objets infinis : les graphes automatiques
(leurs sommets sont définis par un langage rationnel, et leurs arcs par des transducteurs
rationnels). Ce résultat est plus puissant que le précédent car la donnée du probleme
est une famille de graphes infinis. Le probléme de synthése d’'un réseau dont le graphe
des marquages est isomorphe a un graphe d’'une famille est récent. Nous étudions dans
cet article le cas de familles décrites par une formule d’'une logique modale du temps
arborescent, le nu-calcul conjonctif.

Le mu-calcul modal est une logique du temps arborescent qui permet de spécifier
les comportements de systémes de transitions. |l a été introduit par Kozen [KOZ 83],
et porte uniqguement sur les comportements (I'arbre des exécutions) d’'un systéme et
non sur les états de ce systeme. Janin et Walukiewicz montrent dans [JAN 96] que
les formules du mu-calcul sont exactement les formules de la logique monadique du
second ordre qui ne distinguent pas des modeles bissimilaires. Le mu-calcul modal
permet la spécification de systemes et leur vérificatrondel-checking ces deux
points ont été abondamment étudiés dans le cadre des systémes réactifs a événement
discrets (ou processus finis). Le problemewhdel-checkingst, étant donné une for-
mule et un systéeme, de déterminer si le systeme est modeéle de la formule ; le probleme
de synthése est, étant donné une formule, de construire un modeéle de cette formule.
Ces deux problémes sont décidables sur les processus réguliers a I'aide de la théorie
des automates d’arbres, comme décrit dans [ARN 01]. De fait, si on considére des
réseaux de Petri sans contrainte sur I'étiquetage des transitions, le probléme de la syn-
thése est trivial, puisque tout processus (régulier) peut étre décrit par un réseau de ce
type. En revanche, le probléme devient plus difficile si I'étiquetage des transitions est
une fonction injective —on parle alors de réseaaor étiquetés, puisqu’en général il
n'est pas possible d’exprimer les comportement de tout processus fini dans ce cadre.
L'objet de cet article est précisément d’étudier le probléme de la synthese dans le cas
de réseaux non étiquetés.

Dans la premiéere partie on rappelle la syntaxe et la sémantique du mu-calcul, on
définit un fragment syntaxique, le nu-calcul conjonctif et une présentation alternative
aux formules du nu-calcul conjonctif : les spécifications modales. La deuxiéme par-
tie est consacrée a la synthése de réseaux de Petri sur les langages rationnels avec
I'approche équationnelle de [BAD 02]. La troisieme partie traite de la décidabilité de
la synthese de réseaux pour certaines restrictions structurelles sur les spécifications
modales.



Spécifications de réseaux de Petri 3

2. Mu-calcul et spécifications modales

L'objet de cette partie est la présentation d’un fragment du mu-calcul et I'étude des
modeles des formules de ce fragment. Dans un premier temps nous donnons une inter-
prétation du mu-calcul dans les langages, puis nous introduisons le nu-calcul conjonc-
tif en tant que fragment syntaxique. Nous proposons ensuite un autre fagon présenter
I'ensemble des modeles d’une formule du nu-calcul conjonctif : les spécifications mo-
dales. Nous étudions alors la structure des modeéles d’une spécification modale. Nous
établissons enfin I'équivalence entre ces spécifications et les formules du nu-calcul-
conjonctif en montrant qu’elles définissent les mémes ensembles de modéles.

2.1. Notions utiles sur les langages

On se fixe un alphabet fil = {a1,...a,}. On considére les langages Sty
d’éléments typiques, R, ... avec les notations habituelles : lorsquet v sont deux
éléments d&*, u.v désigne la concaténation destv, etu* = {u* | k € N}, otiu”
est la concaténation defois le motw; L*, L.a (poura € X)), etc.1 € ¥* désigne le
mot vide.

Définition 1 (Clbture par préfixe) Soit L un langage, on dit qué est clos par pré-
fixe si et seulement §i € L et tout mota; ...a, € L vérifiea;...a,—1 € L. La
cléture par préfixel’un langageL est le plus petit langage clos par préfixe contenant
L, onlanoteL. On notera égalemerit,, I'ensemblelv € ¥* | w.v € L} des suffixes
dew dansL.

Remarquons que le langage vide n’est par définition pas clos par préfixe, nous le
traiterons donc séparément lorsque c’est nécessaire ; en particulier, pour un langage
clos par préfixd., pour tout motw, le langage.,, est soit clos par préfixe (s € L)
soit vide. Par la suité dénotera toujours un langage clos par préfixe sur I'alphgbet

2.2. Mu-calcul modal pour les langages

Nous donnons les définitions relatives au mu-calcul et nous le dotons d’une inter-
prétation sur les langages. Sbitr = {X, X1, Xo,... }.
2.2.1. Syntaxe du Mu-calcul

Définition 2 (Syntaxe du Mu-calcul)L'ensemble des formules du Mu-calcul modal,
notéL,, est défini par la grammaire suivante :

(Ly3) pr,P2u=true| X | <a> f1| =61 |1V P2 | nX.01(X)

ola € X et ou toute variableX est sous la portée d’'un nombre pair de symboles de
négations- dans/; (X) pour toute formule.X.8; (X) (pour assurer I'existence de
points fixes).
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On note classiquement p@alse, [a|(81, 01 A B2, =2, /A% etvX.(1(X) les for-
mules respectivestrue, = <a> (—f1), (=01 V =f2),<a> true,[a|false et
~pX.~f (= X).

On dit que la variableX estlibre dansg si elle n'est sous la portée d’aucun
opérateuru. X ou v.X. L'ensemble des variable libres deest notévar(3). Une
formule sans variable libre est appelé&entence

2.2.2. Sémantique du Mu-calcul sur les langages

Nous définissons une interprétation des formules du Mu-calcul modal sur les lan-
gages clos par préfixe d&". Linterprétation d’une formule du Mu-calcul sur un lan-
gage clos par préfixe est I'ensemble des mots dequi satisfont la formule, relative-
ment & une interprétation donnée des variables libres de la formule ; cet ensemble
n’est pas forcément lui-méme clos par préfixe.

Définition 3 (Sémantique du Mu-calcul)Une formules € L, est interprétée sur
un langagel. C X* clos par préfixe, relativement a une valuatios : Var — L,

par I'ensemble « | lvall [, défini inductivement par:
[true]i ! =L

[ X ]P = pal(X)

[[ —a ]][Ual] L \ [[ ]][Ual

[[ﬁl \/ﬁ ]]'Ual] [[ﬁ ]][val [[ﬁ ]][val

[<a> B ¥ = {we L|wae[f]")

(X501 =V L | 6] cvy

ouval(V/X) : Var — P(L) est la valuation définie paral(V/X)(X') = V(X')
pour toute variableX’ € Var différente deX etval(V/X)(X) = V.

Linterprétation] uX.5(X) ]][L““” (respectivement v X.3(X) ]][L““”) est ainsi le plus

petit point fixe (resp. plus grand point fixe) de la fonctign— [ 8"/ La
sémantique des sentences du Mu-calcul étant indépendante de la valuation, on notera
simplemen{ 5], I'interprétation de la sentengerelativement a n'importe quelle va-
luation. On dit que “le langagg satisfaitla sentencg”, noté L = 3, si et seulement

sile [[ I} ]]L-
2.3. Nu-calcul conjonctif

Nous exhibons un fragment syntaxiquedg pour lequel nous donnons une pre-
sentation alternative sous forme de langages, plus adaptée a la synthése de réseaux.
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2.3.1. Syntaxe et sémantique

Définition 4 (Nu-calcul conjonctif) L'ensemble des formules du Nu-calcul conjonc-
tif, noté L,, est un fragment syntaxique dg, défini par restriction de la grammaire
deL, (oua € X):

(Ly 3) B, P2 == true | X | = |[alfr] £ |1 A B2 | v X 51 (X)

Une formules € L, est interprétée sur un langage C X* clos par préfixe,
relativement a une valuatiar/ : Var — L, suivant la méme sémantique glig :

[true]i ! =L

[ 1 — var(x)

[— aﬂ]][ml ={welL|waelL}

[[7461]][“[” {weL|wa¢L}

[[[]ﬁ]][val {w€L|waEﬂﬁﬂ[val}u{w€L|w.a¢L}
(BB ™ =8 1" N B 1™

[vxBX) I =Uv e L | 81" vy

otwval(V/X) : Var — P(L) est la valuation définie parl(V/X)(X') = V(X')
pour toute variablé’ € Var différente deX etval(V/X)(X) =V.

L'opérateur<a> [ de L,, s’exprime alorga]3A —* dansL,. Les opérateurs
suivants ne peuvent étre exprimés daps g; V 2, uX.0(X) etfalse. La disjonc-
tion Vv est alors seulement présente implicitement dans le cas partiediiegue I'on
pourrait écrire<a> BV A~ dansL,,.

Soit E3 'ensemble des langages qui satisfont la formtilée L,,. Afin de carac-
tériserE3, on se munit dans la suite d’'une description de cet ensemble sous la forme
de spécifications modales. On établit dans un premier temps la structure des modeles
d’une spécification modale puis on montre que les spécifications modajecett la
méme expressivité.

2.3.2. Spécifications modales

Définition 5 (Spécification modale)

Une spécification modale est un tugle= ({C,}qex, I) OU pour touta € X, C,
est un langage rationnel des mots qui doivent étre suivis de l'actienh [ est un
langage rationnel d’actions interdites. On défiglt : P(X*) — P(X*), I'opérateur
de complétiorassocié a la spécification modatepar Cs(L) = U, 5, (L N Cy).a.

On définit
mod(S) ={LCX"|Cs(L) CLALNI =0}

On dit que “S est satisfiable” sinod(S) # 0, et que “L satisfaitS” si L € mod(S).
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Les langages satisfaisant une spécification modale ne sont pas tous nécessairement
rationnels.

Exemple 1 SoitS = ({Cy}aes, I) sur 'alphabety = {a,b, c} avecC, = (1 +
b.c(a.c.b*)*), Cp, = {1}, C. etl = (c+ a.a+ b.(c.b*.a)*.b).

P
—le langagel; = ((b.c.a)*) ne satisfait pass cara € Cg(L1) maisa ¢ Ly ;
—le langagels = ((b.c.a)* + a) satisfaitS,
—etle langagd.s = {(b.c.b™.a.c.b™.a | n € N} U {a} satisfaits.

Soit S = ({C,}aeex, I) une spécification modale. Sans perdre en généralité, on
suppose que s est satisfiable, alorsN Cs(3*) = () (si ce n'est pas le cas, alors la
spécificationS” = ({C! },ex, I) oupourtouts € 3,C) = C,N{w € ¥* | w.a € I}
vérifie mod(S’) = mod(S) etI N Cs(X*) = 0).

Nous donnons quelques définitions relatives a

Définition 6 (S-cloture) La S-cléture d’un langagel, notéeL 19, est le plus petit
langageL’ D L tel queL’ € mod(S). On noteL; = {1} 1% et L5 le langage
$*\ 1.D*,

Lemma 1 La S-cléture d’'un langagel est la plus petite solutiod’ de I'équation
R=LUCs(R).

Lemma 2 Ces quatre propositions sont équivalentes :
1. S est satisfiable  2L5 € mod(S) 3.LNI=0 4.L% € mod(S)

Preuve On ne montre qué = 2,1 = 4et4d = 3 (lescas2 = 1,4 = 1 et

2 = 3 sontimmeédiats et permettent de conclude}> 2 : par le lemme 1 nous avons
LY = {1} U Cs(LY), dou Cg(LS) C L5 et par hypothéséS NI = §, donc
L € mod(S); 1 = 4:Cs(LS) C Cg(X*), or Cs(X*) NI = (), par conséquent
Cs(LY) C LY etLI NI =0, dou LS € mod(S); 4= 3: L5 UCs(LY) = L%
doncLf C {1}UCs(LY) C LS etLf NI =0, douLl;NI=0.

Proposition 1 LorsqueS est satisfiable, alors il existe un modéle rationnelfeen
particulier LS et L sont rationnels.

Preuve Le langagel+ est rationnel par définition.

On montre que l&-clotdre d'un langage rationnel est rationnelle. En effet, pour cal-
culer L1, nous pouvons procéder de la maniére suivante : (1) construire 'automate
A reconnaissant U |J,,y, Ca-a, (2) retirer deA tous les états non terminaux —cette
opération produit un nouvel automadé qui reconnait le plus grand sous-langage clos
par préfixe deL U |, 5, Ca.a—, €t (3) poseL.]®= L(A). ]
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Théoreme 1 Si S est satisfiable alorémod(S), C) est un treillis complet et distribu-
tif de plus grand éléments et de plus petit élémerit; .

Preuve Tout d’abord, on peut facilement montrer que toute partie d'une specifica-
tion modale admet une borne supérieure et une borne inférieurendad(ss). Si

S est satisfiable, alors d’aprés le lemmelZ, € mod(S), or LY = ¥* \ [.Y*,
donc LY = max(mod(S)). De plusL; € mod(S), or d’aprés la définition 6,

LY = min(mod(S)). La distributivité est celle de suru. []

2.3.3. Opérations sur les spécifications modales

Nous nous dotons maintenant d’opérations de construction et de combinaison de
spécifications modales, puis nous donnons une décomposition des spécifications mo-
dales a l'aide d'un ensemble de spécifications atomiques.

Définition 7 (Opérateurs)
L'union de deux spécification$; = ({Cl}uex, I') et Sy = ({C2}ex, I?), est la
spécificationS; U Sz = ({CLUC?}iex, [T U I}

Le préfixaged’'une spécificatiort; par un langageR C X* est la spécification

L'union de deux spécifications est une spécification dont les modéles sont l'inter-
section de modéles des deux spécifications, elle correspond au 'et’ logique.

Lemma 3 SoientS; et S, deux spécifications modaleS; U Sy vérifie mod(S; U
S2) = mod(S1) N'mod(Ss).

Lemma 4 Pour toutl C >*,
L € mod(R.S) < Yw € R, L, =l ou L, € mod(S)

ou L., est I'ensemble des suffixeswealansL (voir Définition 1).

Preuve Pour prouver ce lemme on utilise sans le préciser le faifque ¥>* = v.L,
etdoncL Nv.L' = v.(L, N L').
=) SoitL € mod(R.S), par construction d&.S :

Crs(L)=|JEZnRrRC) =] |JEZnwcC) =) | w(LwnCa)

aceX aceX weR aceX weR

PuisqueCr.s(L) C L, pour toutw € R et pour touta € X*, nous avonsgu.(L,, N
Cy).a C L,dou (L, NC,).a C L,.De la méme maniére, puisqien R.I = (),
Lnw.I = pourtoutw € R, c.a-d.L, NI = (. On en déduitqué.,, = ouL, €
mod(S).
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<) Montrons que pour tout € ¥, (LN R.C,).a C L. Soitv € L N R.C,,, il existe
doncw € Retu € C, tels quev = wu. Ainsiuw € L, NC,.etL, # 0. Par
hypothésel,, € mod(S), donc(L,, N C,).a C L., et en particulie.a € L,,. On
en déduit quer.a = w.u.a € L. Montrons maintenant que N R.I = () : pour tout
w € R, si L, =, alorsL,, N RI = doncL N R.I =, sinonL,, € mod(S) mais
alorsL,NI=0,douLNw.I =0.

Définition 8 On définit les spécifications atomiques suivantes :

Strue = <{®}a€z*)@>i Sﬁh = <{®}a€2; {b}>’ et
S_o = {{Cy}aesx, D), avecC, = B poura # betCy, = {1}.

Nous avons alors :

mod(Sirue) = P(XF)
mod(S ) = {LCS*[b¢ L}
mod(S—,) = {LCX*|belL}

Théoréme 2 Toute spécification modale peut étre exprimée a I'aide des spécifications
atomiques et des opérateurs d’union et de préfixage.

Preuve SoitS = ({C,}aex, I) une spécification modale, pour tautdansy: nous
définissons 'ensembl&* = {u € X* tel queu.a € I'}. SoitS’ = ({C! }eex, I') la
spécification définie par

S'=JCaSe U IS pe

aEX a€X

D’apreés les définitions 7 et 8, nous avais= S'. []

2.3.4. Equivalence entre les spécifications modales et le Nu-calcul conjonctif

Nous énoncons le théoréme suivant :

Théoréme 3 Pour tout ensemble de langages clos par préfixdl existe une spé-
cification modaleS telle quemod(S) = E si et seulement st est 'ensemble des
modeéles d’une formule dg, .

Par soucis de concision, nous ne reportons pas ici la preuve de ce théoreme. Ce-
pendant, nous donnons la transformation qui permet de traduire une foimele
une spécification modale équivalente.
On introduit dans un premier temps la notion de chemins de variable :

Définition 9 (Chemin de variable) Soit 5 un formule del,,, on définit une fonction
Pg : var(3) — P(X*), par induction sur3 : pour toutX € var(5),
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— 3 € {true, —*, A}, alors P3(X) = 0,
-B=Y etY # X, alors P3(X) = 0),

-3 =X,alorsP3(X) = {1},

— 3 = [a]a, alors P3(X) = a.Py(X),

—B =61 A B2, alors P3(X) = Py, (X) U Ps,(X),
—B=vY.a(Y),alors Ps(X) = Po(Y)* Pa(X).

Le langagePs(X) est alors 'ensemble dehiemins de la variabl® dansg.

Exemple 2 Quelques exemples de chemins de variables :
—sif = [a]X, alors Pg(X) = {a},
—sif = [a][b]X A [c]X, alors P3(X) = (a.b+¢),
—sif =vY.([a][b]Y A [¢]X), alors P3(X) = (a.b)*.c
Les chemins de variables correspondent aux mots qui “aménent” a la varighle

[val [val]

lorsquew € [ 5]} L P3(X) indique les mots tels quew.v € [ X ], ou de
maniere équivalente.v € val(X) C L.

Nous pouvons maintenant définir la spécification modale associée a une formule
BeL,:

Définition 10 (Spécification modale associée a une formul®n définitSs la spé-
cification modale associée a la formufez L, inductivement sug :

— 3 € {true, =%, 4}, Sz est donnée par la Définition 8,

_ﬁ =X, SB = Strues

-0 =la]a, Sp = a.Sa,

=B =01/ B2, Sp =58 USg,,

-B8=vY.aY),Ss =P (Y)" 5.

Exemple 3 Soitg = [a|v X .([b)] X A —* A /°), la spécification modale associéga
est(a.b*).(S—. NS 4e), il Sagit de la spécificatiors = ({Co}taex, I) avec :
Co = (ab*),Co=0,C.=0,I = (a.b")
La proposition suivante établit que I'on peut sans perdre de généralité étudier le

probléeme de la synthése d’'un réseau de Petri non étiqueté pour le cas des familles
décrites par des specifications modales.

Proposition 2 Pour toutZ, pour toutw € L, et pour toute sentengede L,

L = sietseulement di € mod(Ss)
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3. Réseaux de Petri et synthese
3.1. Réseaux de Petri

Définition 11 (Réseau de Petri)

Un Réseau de Petast un tripletN = (P, T, F) ou P et T sont deux ensembles
finis disjoints respectivement gdaceset detransitionset F' est une fonctionf’ :
(P xT)U (T x P) — N.Unmarquageale N est une applicatiom: : P — N. Une
transitiont est diteactiveau marquagen si et seulement si pour toute plages P,
m(p) > F(p,t); dans ce cas, l&éir det transforme le marquage: en un marquage
m’ de N tel que pour toute place € P, m/(p) = m(p) — F(p,t) + F(t,p) et on
notem[t)ym’. On notera également|w)m’ pour une séquence de transitionss 7*
lorsquem’ est le produit des tirs successifs des transitionsdepartir dem.

Un réseau de PetiV = (P, T, F') augmenté d’'un marquage initial, sera noté
N = (P, T, F,my). Par la suite tous les réseaux que I'on considere seront dotés d’un
marquage initial.

Définition 12 (Langage d’'un réseau de Petri)

Soit N un réseau etng un marquage déV, le langagede N a partir de mg, noté

L(N,mg) (ou L(N) lorsque N est initialisé) est 'ensemble des matsde T tels

gue la succession de transitionspuisse étre tirée a partir dey, c.a-d. il existe un
marquagen tel quemg[w)m.

3.2. Synthése de réseaux de Petri : langages rationnels et approche équationnelle

Nous présentons ici de maniére succincte la méthode de synthése de réseaux de
Petri proposée par Badouel et Darondeau dans [DAR 98] pour les spécifications auto-
matiques. La spécification pour la synthése est ici un langage rationnel, ce qui est un
cas particulier de spécification automatique. Pour plus détail nous recommandons au
lecteur de se reporter a [DAR 98]

On se donne un alphabet fidi= {as, ... , a,} qui est fixé pour la suite de cet article.
Les réseaux de Petri que 'on utilise ont alors tAllsomme ensemble de transitions
(on confond les transitions et leurs images par un étiquetage injectf)sur

Définition 13 (Places implicites d’un langage)Soit L un langage rationnel, une
place implicitede L est un réseau de Peti= ({p}, X, F, m() possédant une unique
placep et telle qu'il existe une application : L — N des mots dd. vers les va-
luations dep, vérifianto(1) = mg(p) et pour tout motu.a € L, o(u)[a)o(u.a).
L'applicationo est unique et nommeéeapplication associé&p.

Informellement, les places implicites d'un langageont les places qui permettent le
tir de tous les mots du langage. Elles sont alors les seules places possibles pour tout
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réseau dont le langage contidnt
SoitN = (P, X, F, mg) un réseau de Petri doté d’'un marquage initigl On identifie
toute place» € P avec avec le vecteur de tail(eén + 1)

p= <m0(p>aF(paa1>;-~- aF(paan>;F(a17p>a'"F(anap»

Dans la suite nous fixons un langafje Sous cette représentation, un vecteus
(o, T1, .. T, T, .- T2,) désigne une place implicite de si et seulement si
toutes ses composantes sont des entiers naturels et il @xidgte— N tel que

o(1) = xg etVu.a; € L,o(u) > x; eto(u.a;) = o(u) — x; + T(ppqy (1]

Pour tout motw € L, on note|w|; le nombre d’occurrences de la letige dansw,
I'applicationo se définit alors par :

o(w) =wo+ Y |wli X (@mas — i) [2]
1=1

En combinant[1] et [2] pour éliminers, nous obtenons alors un ensemble infini
d’équations dont les solutions dak$"*! sont les places implicites de Nous don-
nons maintenant la méthode pour obtenir un systéme fini équivalent.

Définition 14 L'image commutative’'un motw € ¥* est le vecteut)(w) de dimen-
sionn tel que pour tout < i < n, Y(w)[i] = |w|;.

On note¥ (R) I'ensembldJ,, .  ¥(w) pour tout langage rationnél. On partitionne

Ltel quel = {1} UUj_,(L7).a; et par conséquent (L) = J;_,(¥(L). Par
construction? (L?) est un sous-ensemble rationnelfe. La méthode utilise alors le

fait que les ensembles rationnels coincident avec les ensembles semi-linéaires. Ceci ce
traduit par une expression @€ 7 ) sous la forme d’un union finie de sous-ensembles
linéaires deN" : U(L7) = Uszl yr + (Z)* oy, € N™, Z;, est un sous ensemble

fini de N" et (Z;)* désigne I'ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de
7. avec coefficients darl§. Nous pouvons maintenant écrire le systéjesous la

forme de I'ensemble fini d'inéquations suivantes, pourfost j < n,1 < k < K,

etzy € Zy .

n n
Zyk[l] X (ZnJri — l‘z) Z l‘j — X et sz[l] X (ZnJri — l‘z) Z 0
i=1 i=1

On nomme€ le systéme d’équations obtenu. Les solutionsgd®rment un céne
rationnel possédant un nombre fini de rayons extrémaux. On nahjinele céne
ainsi obtenu a partir du langade L'ensemble{q, . . . ¢,, } des rayons extrémaux de
C(L) peut étre calculé en utilisant I'algorithme de Chernikova. Les solutiogssiat
alors toutes les combinaisons linéaires{dg . . . ¢,, } a coefficients dan®.

Les solutions d& possédant leurs composantes déinf®u de maniere équivalente,
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toute solution d&€ dont les composantes sont ramenéesNspar multiplication du
vecteur par un entier) définissent alors les places implicitds de

Le réseau composé de I'ensemble des rayons extrémat({dé¢dont les coefficients
sont ramenés dan¥) est notéP N (L), son langage est not&P N (L).

Théoreme 4 [DAR 98] Le réseauP N (L) est minimal au sens ou, pour tout réseau
de PetriV,

L CL(N)= LPN(L) C L(N)

Il existe alors une solution a la synthése de réseau pour un langage ratiosinel

et seulement SCPN (L) = L. Dans le cas contrair® N (L) est le réseau de Petri
possédant le plus petit langage conterant

Par la suite nous étendons la méthode de synthése a certaines classes de spécifications
modales. Nous utiliserons pour cela, parmi les notions évoquées ici, celles de place
implicite ainsi quePN (L) et LPN (L) pour un langagé.

4. Synthése a partir de spécifications modales

Nous présentons ici une extension inédite a la synthése de Réseaux a partir d'une
famille de langages. La famille de langages est donnée comme I'ensemble des mo-
deles d’'une spécification modale. La problématique différe alors des problématiques
de synthese de [BAD 99, DAR 98, BAD 02] par le fait que I'ensemble des états du
systéme a synthétiser n’est pas connu a priori.

Définition 15 Les langages, et 37 On définit deux sous ensembleXe: X, dé-
signe les langages finis de mot¥ég, et par conséquent les langages qui peuvent étre
définis par une expression réguliere sans employer I'étdile désigne les langages
de mots d&&* qui sont définis par une union finie de langages du tipe*.w) ou

u, v, w sont des mots d&*. On dit d’'une spécificatios = ({C, }.ex, I) quelle est

Yo (resp.Xq, (X1 U X)) si ses composantés, pour touta € ¥ et sont dansy
(resp.Xq, (X1 U Xp)). LorsqueL € ¥, on nommesaille d’'un langage le nombre de
langages du typéu.v*.w) qu'il contient. On nomme égalemeatlle d’une spécifi-
cationX{, la somme des tailles de ses composantes.

On se donn& = ({C, }aex, I), avec 'hypothése qué est satisfiable.

Définition 16 X;-triplet modal Un X;-triplet modalest un triplet(7’, L, J) ouT est
une spécification modabe;, L est un langage rationnel et est un langage rationnel
tel queJ C L.X etJ N L = (. On dit qu'un langagd.’ clos par préfixe satisfait le
triplet (T, L, J) si et seulement si’ € mod(T), L C L' et L n.J = (. On note
mod(T, L, J) 'ensemble des langages satisfais@ht L, .J).
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Nous utilisons maintenant la notion dg-triplet modal pour nous abstraire des
composantes, deS. Le lemme suivant permet de passer d’une spécificationy:,
a une union finie d&; -triplets modaux.

Lemma 5 SiS estune spécification modale dgia% U3, ) alors il existe un ensemble
fini et un ensemble dg;-triplets (7%, Lk, Ji) pour toutk € K tels queJ; est un
langage fini etnod(S) = Uy x mod(Ty, L, Ji).

Le principe de décomposition du lemme 5 est le suivant :
1) on exprime la spécificatiof comme I'union de deux spécificatios¥ et S!
respectivement, et

2) on montre que I'ensemble des modeéles d’une spécificaiidorme une union
finie d’intervalles de langages. On construit alors un ensemble fini de couple de lan-
gages (Lk, Ji) trek tels quemod(Sy) = {L C ¥* tel que3dk € K, Ly C L C Ji},

3) on construit les -triplet (T}, L, Jx) en posant pour tout € K, T), = S*.

Exemple 4 SoitS la spécification sur I'alphabet = {a, b} définie parC, = {b.b+
a.(b.a)*}, Cp = {1}, I = {b.b.b+b.(a+b).a.(a+b)+a.(b.a)*.a}, la décomposition
s’effectue la maniére suivante :

1) S est définie paiC! = {a.(b.a)*}, C} = 0, I' = {a.(b.a)*.a} et S” est
définie parC? = {b.b}, C, = {1}, I = {b.b.b+ b.(a + b).a.(a + b)},
2) nous obtenons deux couples de langades /1) et(L», J2) avec :

Ly = {1+b} Ji = {ba+baa(a+d)}
Ly = {1+b+bb+bba} Jo = {bbb+b(a+b)alatb)}

3) au final, nous obtenons debix-triplets modaux (S*, L1, J;) et(St, Lo, Jo).

De fait, d’aprés le lemme 5, il existe un résesiuel que son langage est modeéle
d’'une spécification modal®' si et seulement si il existe ub;-triplet modal dont
L(N) est modele.

Nous somme maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cet article.

Proposition 3 SoitS une(Xy U %) spécification modale, I'existence d’un réseau de
Petri N tel queL(N) € mod(S) est décidable.

Cette proposition nous permet de construire un réseau de/Pd&i que L(N)
soit modéle d’'ungX, U X;) spécification modalé, s'il existe, avec I'algorithme
suivant :

1) calculer leqTy, Ly, Ji) en utilisant le résultat du lemme 5;
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2) pour chaquéT’, L, J), ¥;-triplet modal aved@” = ({C, }4ex, I), on calcule les
places nécessaires a la synthése d’'un réseau. Une condition suffisante est I'existence
d'un ensemble de places vérifiant

- pour toutu € J, il existe une place telle queu ¢ L(p) (L(p) est le langage
du réseau de Petri composé de I'unique place

- pour tout(v.w*.v") C I, il existe une place telle queL(p) N (v.w*.v') =0,
- pour toute place de N, Cr(X*) C L(p)
si ces conditions sont requises, la synthése est effective et I'algorithme s’acheve.

3) sinon, nous transformons chadogetriplet (T', L, J) en un ensemble eventuel-
lement vide{(T%, Ly, Ji) trex tel que pour toutc € K, T est de taille stricte-
ment inférieure &'; de sorte qu'il existe un réseau de Peffitel que L(N) €
mod(T, L, J) si et seulement si il existe un réseau de Pattitel que L(N') €
mOd(UkeK(Tka L, Jk)).

4) sil'ensemble deX -triplets modaux est vide, la synthése n’'a pas de solutions;
sinon reprendre 'étape

Cet algorithme termine car la taille d&@sdans chaque tripléfl’, L, J) décroit stricte-
ment a chaque itération de I'algorithme.

Ce résultat peut enfin étre étendu a :

Théoreme 5 SoitS une(XyUX, ) spécification modale &t un langage d&, I'exis-
tence d’'un réseau de PetN tel queL(N) € mod(R*.S) est décidable et effective.

Ce théoreme repose sur le fait que pour toutmdu langageR, siw* € R, alors soit

w ¢ L(N), soitw* € L(N). Ce résultat étend strictement les travaux de [BAD 99]

dés qu’une spécification modale posséde une composankn effet, dans ce cas la
spécification posséde une infinité de modeles, et la synthése au cas par cas n’est alors
pas possible; ceci n'est pas vrai dans le cas des spécificagiaui définissent un
ensemble fini d’intervalles de langages pour lesquels il est possible de décider de la
synthése. Ce résultat differe également de celui de [BAD 02] dés qu’une spécification
est;, puisque dans ce cas, d’'une part 'ensemble des états du systeme a synthétiser
n'est pas initialement connu, d’autre part il n’est pas nécessairement régulier.

5. Conclusion

Nous avons étudié la synthése de réseaux de Petri non étiquetés pour des familles
de langages décrites par des sentences du nu-calcul conjonctif. La synthése est mon-
trée décidable pour un fragment caractérisé par une propriété structurelle des spécifi-
cations modales associées aux sentences. La simplicité de cette caractérisation suffit &
justifier I'intérét des spécifications modales. Nos résultats étendent les résultats de syn-
thése pour les langages réguliers dans une direction qui différe de celle de [BAD 02]
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pour les spécifications automatiques. En effet, les spécifications modales et les spéci-
fications automatiques définissent des familles de langages incomparables.

Nous travaillons actuellement sur une extension des résultats présentés ici : soit a une
classe plus large de spécifications modales, soit a un fragment plus expressif de la
logique. Pour ce dernier cas, nous savons déja que la synthése de réseaux pour des
formules quelconques du mu-calcul est indécidable.
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