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1 Traduction vers le premier ordre

Q1) Donner une formule «(z) du premier ordre telle que pour tout modéle
M, w, MywE=O(pV 0q) ssi Mz — w] E alx).

2) Donner une formule S(x) du second ordre telle que pour tout cadre
Fow, Fyw = Op AOORg ssi Flx — w] = B(x).

2 Une formule de F'O non définissable dans K

Montrer que la formule 3z, x Rz n’est pas définissable par une formule mo-
dale. C’est & dire qu’il n’existe pas de formule modale ¢ telle que pour tout
modéle M, M |= 3z, xRz ssi M [ ¢.

3 Positivité, monotonie

Une formule modale est dite positive (resp. negative) en p si p apparait
toujours sous un nombre pair (resp. impair) de négations.

Une formule modale ¢ est croissante (resp. décroissante) en p si pour tout
frame pointé F,w et valuation V tels que (F,V),w | ¢, (F,V'),w |= ¢ pour
toute valuation V' telle que V(p) C V'(p) (resp. V'(p) C V(p)).

Montrer que si une formule modale est positive en p alors elle est croissante
en p, et que si elle est négative en p alors elle est décroissante en p.

4 La formule de Mc Kinsey

Nous allons prouver que la formule de Mc Kinsey, ¢ = O0p — OOp, ne
correspond a aucune condition du premier ordre sur les cadres c’est & dire :

Pa € FOVF,Fl=¢ssi F = a
Pour cela nous allons avoir besoin du théoréme de Lowenheim-Skolem :

Theorem 1 Soit M un modéle du premier ordre de domaine W infini, et
X C W un sous-ensemble dénombrable du domaine. Alors M a un sous-modéle
dénombrable qui contient X et satisfait les mémes formules du premier ordre.

Nous allons exhiber un cadre qui vérifie la formule, et en appliquant ce
théoréme exhiber un sous-cadre équivalent sur les formules du premier ordre
mais qui ne vérifie pas ¢. On en concluera qu’il n’existe pas de formule du
premier ordre équivalente a ¢ sur les cadres.



Considérons le cadre F = (W, R), ou
W ={w}U{v,,vn0,vn1|neNPU{zs | f:N—={0,1}}, et

R = {(w’vn)7 (’U’I’an,o)) (’Unyvn)l) ‘ n E N} U

{(w,Zf), (Zf7vn,f(n)) | nec Naf N — {07 1}}
Un apercu :

Q1) Montrer que F | ¢.

Q2) Appliquer le théoréme de Lowenheim-Skolem pour exhiber un sous-cadre
de F, F', contenant w et tous les vy, v, ; et équivalent & F sur les formules du
premier ordre. Justifier qu’il existe une fonction f : N — {0, 1} telle que zy ¢ F'.

@3) Montrer que pour tout z, dans F’, il existe n tel que g(n) = f(n).
Pour cela on exprimera en logique du premier ordre la propriété suivante :
pour tout monde représentant une fonction f il existe un monde représentant
la fonction g : n — 1 — f(n). On pourra caractériser les mondes représentant
les fonctions par le fait que ce sont les seuls & avoir au moins trois successeurs
et un prédecesseur. Ceux représentant les entiers sont les seuls a avoir deux
successeurs.

Q4) Soit la valuation V' (p) = {vy, rn) | n € N}, ott f est telle que zy ¢ F'.
Montrer que M = (F,V) (= ¢. Conclure.

5 Model checking de K

Probléme : étant donnés un modéle pointé M, w et une formule ¢ de L,
décider si M, w = ¢. Montrer que le model checking de L est dans P.

6 Model checking de FO

Probléme : étant donnés une formule ¢ de la logique du premier ordre, un
modéle M et une interprétation des variables I, décider si M, I |= ¢. Montrer
que le model checking de FO est PSPACE-complet.



