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1 Une preuve fastidieuse

Prouver que - Op A Og — O(p A q)

2 Au tableau

3 K est correct et complet

But : montrer que F ¢ ssi = ¢.
Q1) : Montrer la correction de K.

Pour la complétude on a besoin de quelques définitions.

Definition 1 (T F ¢)
On écrit I' F ¢ si il existe un nombre fini de formules 1, ...,1, € T telles que

F WA ANy) — 6.

Definition 2 (consistant)
Un ensemble de formules I' est consistant si I" /L.

Exemples : () est consistant. {p} est consistant. {p, =p} n’est pas consistant :
FpA-p—L

Definition 3 (Ensemble maximal consistant)
Un emc est un ensemble de formules I" tel que :
— I' est consistant ;
— I' est maximal : pour tout ensemble de formules I'V tel que I' C IV, IV n’est
pas consistant.

Maintenant quelques lemmes.

Lemma 1 (Lemme de Lindenbaum) Si I' est consistant, il existe un emc
Itel que I CTV.

La preuve est constructive. Soit I' un ensemble consistant. On essaye d’ajou-
ter toutes les formules qui ne rendent pas I’ensemble inconsistant.

Soit 11,9, ... une enumeration des formules du language Lx. On définit
une suite d’ensembles de formules :
Iy = T

Pour tout n > 1,
r, = T.-1U{¢n}, si I'yy—1 U {t,} est consistant ;
Tpo1U{-%,}, sinon.



On définit :

= U T,
n>0
Il ne reste que deux choses & montrer pour avoir le lemme de Lindenbaum :
Q2) : Prouver que IV est consistant.
@3) : Prouver que I est maximal.
Maintenant, définissons le modéle canonique.

Definition 4 (Modéle canonique)
Le modéle canonique est un tuple M = {W, R, V} avec :
— W est ’ensemble de tous les emc;
— R est la relation binaire sur W définie par :
wRu si pour toute formule ¢ € u, on a ¢ € w;
- V:p —» {weWlpew}

Définition alternative de R, avec les [J :
@4) : Démontrer que wRu ssi pour toute formule x telle que Oy € w, x € w.
Encore un lemme :

Lemma 2 (Truth lemma) Pour toute formule ¥, on a M,w =1 ssi ¢ € w.

@5) : Prouver ce lemme.
Q6) : Conclure en prouvant la complétude de K.

4 Model checking de Ly

Probléme : étant donnés un modéle pointé M, w et une formule ¢ de L,
décider si M, w = ¢. Montrer que le model checking de Lk est dans P.

5 Model checking de FO

Probléme : étant donnés une formule ¢ de la logique du premier ordre, un
modéle M et une interprétation des variables I, décider si M, I = ¢. Montrer
que le model checking de FO est PSPACE-complet.



