Langages rationnels (suite)
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6 Automates déterministes complets

Définition 25 (automate déterministe complet). Un automate déterministe complet est un automate fini ot la relation
de transition § est une fonction totale § : Q x ¥ — Q.

Définition 26 (exécution d’automate déterministe complet). Soit A = (Q, X, 6, qo, F) un automate déterministe com-
plet. On étend & aux mots en définissant 0 : Q X X.* — Q par induction sur les mots :

7 POUT’(] € Q> 5((]36) =4q;y

— Pourqe Q,weX* ack, d(qwa)=9((q,w),a).

On a L(A) = {w € &* | §(qo, w) € F}.

6.1 Opérations union, intersection et complémentaire

Définition 27 (automates produits). Soient A = (Q1,%,01,q01,F1) et Ay = (Q2,%, 02,709, F2) deuzr automates
déterministes complets. On définit I'automate produit A; x™ Az = (Q1 x Q2,%, 9, (401, qoy), F) avec :
— Pour tout (q1,92) € Q1 X Q2, pour tout a € X, §((q1,q2),a) = (91(q1,a), 62(g2,a)) ;
— F = F1 X Fg.
L’automate Ay xY Agy est défini de fagon analogue mais avec F = (F1 x Q2) U (Q1 X Fy).

Proposition 28 (union et intersection). Soient A1 = (Q1,%, 01,4901, F1) et Ay = (Q2,%, 2, qoq, Fa) deux automates
déterministes complets.

— L(A1 x" Ay) = L(A1) N L(A3) ;

— L(A x v Ag) = L(.Al) U L(.Ag)

Proposition 29 (passage au complémentaire). Soit A = (Q, 3,0, qo, ') un automate déterministe complet. L’au-
tomate A= (Q,%,6,q0,Q \ F) est tel que L(A) = X*\ L(A).

6.2 Déterminisation

Définition 30 (e-cloture). Soit A = (Q,%,4,qo, F) un automate (non-déterministe avec e-transitions). Pour tout
R € 29 on note
E(R):={pe Q]| 3q e R,p est accessible depuis q par des e-transitions}.

Définition 31 (automate déterminisé). Soit A = (Q, %, 9, qo, F)) un automate (non-déterministe avec e-transitions).
L’automate déterminisé de A est l'automate déterministe complet det(A) = (Q',%,0', ¢(, F') avec :

— Q=29

— 0'(Rya) = E({qd € Q| il existe ¢ € R tq. (q,a,q") € §});

— a0 = E({qo}) ;

— F'={ReQ | RNF #0}.

Théoréme 32. L(A) = L(det(A)).

Corollaire 33. L est rationnel ssi il existe un automate déterministe complet A tel que L = L(A).

Corollaire 34. Rat(X) est stable par complémentaire et intersection.



7 Type abstrait LANGAGE RATIONNEL

Expressions rationnelles | Automates non-déterministes | Automates déterministes
avec e-transitions complets

Appartenance d’un
mot & un langage L

Tester si L est vide
Tester si L = ¥*
Tester si L est fini

U

*
N
complémentaire

8 Application : arithmétique de Presburger

Définition 35 (syntaxe des formules de larithmétique de Presburger). Le langage de Uarithmétique de Presburger est
le langage engendré par la grammaire suivante :

p w= (=0 [ (z=1) | (=z+y) | —~» | (pVe) | Fzp

ou x,y, z sont des symboles de variable. V se lit ‘ou mon exclusif’
Définition 36 (variable libre). On dit qu’une variable est libre s’il n’est pas sous la portée d’un quantificateur 3.

Définition 37 (sémantique d’une formule). Soit ¢ une formule de 'arithmétique de Presburger et V qui contient les
variables libres de . On définit [[ ¢ |]v par induction sur ¢ :

— [[z=0]y :={(nx)rev €NV | ny =0} ;
— [[z=1]ly :={(na)rev €NV | ny =1} ;
—[[z=z+yllv:={(m)rev €NV |n. =nz +ny};
— ([~ llv:=N"\{¢llv;
—[[(ve)llv=[leillvUlle2]lv;
— [ Fzp ]y = {(n/\)AeV € NY | il existe n, € N tel que (Mx)aevuizy € [l @ ]]vu{x}} ;

Modélisation
— On représente un élément de NY par un mot sur {0, 1}v avec le bit de poids faible a gauche.

— On représente un sous-ensemble de NV par un langage sur {0, 1}V.

Définition 38 (projection). Soit V un ensemble de variables et x ¢ V. Soit L un langage sur XY}, La projection
de L sur la variable x est le langage suivant sur XV :

{(w1,,\)Aev oo (we, ey € (EV)" | il existe Wiz, Wee €8 tel que (W1, )xevuia} - - - (We,\)aevuqa) € L}~

précondition : ¢ est une formule de 'arithmétique de Presburger ou les variables libres sont dans V
postcondition : retourner le langage qui représente [[ ¢ ||y

fonction ENS( ¢, V)

cas sur ¢

(x =0) : retourner le langage rationnel qui représente [[ (z =0) ]y
(x =1) : retourner le langage rationnel qui représente [[ (x = 1) []y
(x
(1 Vihy) : retourner ENS( 7y , V) UENS( 1y ,V)
1) : retourner XV \ ENS( ¢ ,))

Jdxe) : retourner la projection du langage rationnel ENS( ¢,V U {x}) sur la variable x

y = z) : retourner le langage rationnel qui représente [[ (x +y = 2) ||y

+

Théoréme 39. L’algorithme ENS est correct.



