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1 Enoncé

Soit ¥ = {a,b}. Soit L = {tu € ¥* | |[¢{| = |u| et ¢ # u}. Donner une grammaire algébrique qui
engendre le langage L.

2 Proposition de corrigé

La grammaire candidate est la grammaire G suivante :

S — AB | BA
A— XAX |a
B— XBX|b
X —alb
ol S est 'axiome. Formellement, on a G = (X,V, R, S) avec : Pour le cours
de langages
o V={54, B’X}; formels, don-
e R={(S,AB),(S,BA), (A, XAX),(A,a),(B,XBX),(B,b),(X,a),(X,b)}. 1oz ausst la
définition
Nous allons démontrer que : formelle.

Théoréme 1 L(G) = L.
Avant de démontrer le théoreme, posons :
o Lo :={vaw € X" | |v] = [w[};
o Ly := {vbw € ¥* | |v]| = |w|}.

L, (respectivement L;) est l'ensemble des mots de longueur impaire de lettre centrale a

(respectivement b). Démontrons le lemme suivant. Le résultat
est intu-
Lemme 1 itif mais
1. La(G) = L, ;lémontrons—
€.

2. Lp(G) = Ly.



DEMONSTRATION.

1. On démontre 1’égalité L4(G) = L, par double-inclusion.

(2) Soit v,w € E* tel que |v| = |w|. Le mot v s’écrit vy ... v, et le mot w s’écrit wy ... wy,
avec v;, w; € 2. On a la suite de dérivations suivante :
A — v Aw,, — v Aw, 1w, — - — VAW — vaw.

Ainsi vaw € L4 (G).

(©) L’inclusion L4(G) C L se démontre par récurrence forte sur la longueur d’une suite de

Enoncez la dérivations. Plus précisément, la propriété de la récurrence est :

propriété de -

la récurrence. P(k) : Pour tout mot m € ¥*, si A —<F m alors m est de la forme vaw
avec |v| = |w|.

e Cas de base. Soit m € ¥* tel que A —=! m alors m = a = eae. Donc la propriété
P(1) est vraie.

e Hérédité. Soit k > 1. Supposons P(k’) pour tout k' < k. Montrons P(k + 1).
Supposons A —**1 . Comme k > 1, on a A — XAX —* m. On a alors A —F
My ... Myy|—1 avec k' < k. Par P(k'), on obtient que my...m|,, 1 est de la forme
vaw avec |v| = |wl|. Ainsi, m s’écrit mivawm,,,| et |miv| = [wm,,|. Donc la propriété
Pk + 1) est vraie.

On a démontré par récurrence que pour tout k > 1, la propriété P(k) est vraie. Ainsi, si
m € La(G), il existe k > 1 tel que A —* m. Par P(k), on am € L.

2. L’égalité 2 est similaire en remplacant A par B et a par b.

|
Ne vous A présent, démontrons le théoreme. Pour cela, on remarque que :
lancez pas
dans une L ={tueX"||t| =|u| et t # u}
démonstration = UiJeN {tu ex” | |t\.= [ = 1 —|—.Z' +7 et tH_l #+ Uz‘_—&-l}
par double- = UiJeN(El-{a}-ZJ-Zl-{b}{lﬂ uxt{b}-27-2"{a}-3)
inclusion =U, jen(E'{a}-X027{b}-37 U E{b}- X327 {a}-32) car X*.%7 = ¥I7.57"
tout de suite = (Usen E"~{a}~2i.~ UjeN .Eju{b}-Zj.) .
sous peine de U(Ujen 2402 Ujen ¥ {a}-27) par distributivité de U sur -
fournir une = (Lq-Ly) U (Lp-Ly).
démonstration
fastidieuse. Démontrons L = L(G) par double-inclusion.

(©) Soit m € L(G). On a S —* m. Sans perte de généralité, on suppose que la premiere
dérivation de S —* m est S — AB. D’apres le lemme[l] le mot m est dans L,-L, = L.

(D) Soit m € L = (Lq-Lp) U (Ly-Lg). Sans perte de généralité supposons que m € Lg-Ly.
Ainsi, m s’écrit -3 avec a € L, et 8 € Ly. D’apres le lemme [I] ;

e A%«
e et B —~* (.
Ainsi S - AB —* aB —* af et donc m € L(G).



3

3.1

Points d’améliorations

Rédaction

Il faut rédiger des phrases sinon le lecteur confond hypothese, conclusion, définition.

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

Vocabulaire
L’autre cas est isomorphe ~» Pautre cas est similaire/analogue.

Transformation ~ dérivation.

Langue francaise

Nous avons trouver — Nous avons trouvé
On prends — On prend
Réccurrence — Récurrence.

Les phrases commencent par une majuscule et se terminent par un point.

Notation

Dans une grammaire, une regle s’écrit avec — et pas avec =.

Typage
Yia¥J est une expression rationnelle.
{3%aX? | i € N} est un ensemble d’expressions rationnelles.
Yi{a}-37 est un langage.
Usen E7{a}-2 est un langage.
Si w est un mot, on ne peut pas écrire w = YtaXd.
— On peut écrire w € L(X'a¥).

— On peut éerire w € X¢-{a}-37.

Démonstration

Il faut penser et repenser la démonstration pour la rendre plus élégante et plus concise.
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