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1 Qu’est ce que c’est ?

Exemple 1

maximiser −4x1 + 3x2 + 2x3
x1 6 20
2x2 6 50
x1 + x3 6 10
x1, x2 ≥ 0
x1, x2 ∈ R, x3 ∈ N

Définition 2 (programme linéaire mixte) Un programme linéaire est la donnée
— d’une fonction objectif linéaire à optimiser (maximiser/minimiser) ;
— de contraintes (égalités/inégalités larges) linéaires sur les variables ;
— contraintes de typage (dire pour toute variable si elle est entière, réelle).

Définition 3 (solution) Une solution est un point qui satisfait les contraintes.

Définition 4 (solution optimale) Une solution est optimale si elle optimise la fonction objectif.

Définition 5 (programmation linéaire mixte) La programmation linéaire est le problème suivant :
— Entrée : un programme linéaire ;
— Sortie : une solution optimale du programme linéaire, ”non borné” s’il n’y a pas d’optimum, ou ”impossible”

si les contraintes sont inconsistantes

2 Solveur lp solve

lp solve monfichier.lp

Contenu de monfichier.lp

max: -4 x1 + 3 x2 + 2 x3;

x1 <= 20;

2 x2 <= 500;

x1 + x3 <= 10;

int x3;

— Par défaut les variables sont positives, pour libérer cette contrainte : free x;

— Par défaut les variables sont réelles, pour forcer une variable x à être entière : int x;, binaire : bin x;

Avantages d’utiliser un solveur
— rapide de créer un prototype
— générique : on peut facilement résoudre des variantes d’un problème
— moins de bugs
— efficace car les solveurs le sont
— si pas efficace, permet de justifier l’algorithme dédié
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3 Exemples

Exercice 6 (diététique pas cher)

Carottes crues Chou blanc Concombre Requis par repas
Vitamine A [mg/kg] 35 0.5 0.5 0.5
Vitamine C [mg/kg] 60 300 10 15
Fibre [g/kg] 30 20 10 4
Prix [e/kg] 0.75 0.5 0.15 -

Trouver un repas le moins cher possible qui satisfait les contraintes nutritives. Donner un programme linéaire.

Exercice 7 Une méthode très populaire pour trouver une approximation linéaire s’appelle la méthode des
moindres carrés. Etant donné (x1, y1), . . . , (xn, yn) des points du plan, on souhaite trouver la droite y = ax + b
qui minimise

∑n
i=1(axi + b− yi)

2. Une méthode moins sensible aux erreurs est de minimiser plutôt

n∑
i=1

|axi + b− yi|.

Exprimer ce problème de minimisation comme un problème de programmation linéaire.

Proposition 8 (flot max vers prog linéaire) Le problème du flot maximal se réduit en temps polynomial à
la programmation linéaire. A toute réseau de flot (S,A, c, s, t) on associe le programme linéaire suivant :

maximiser
∑

v|(s,v)∈A fsv
fuv ≤ c(u, v) pour tout (u, v) ∈ A∑

(v,u)∈A fvu =
∑

(u,w)∈A fuw pour tout u ∈ S \ {s, t}
fuv ≥ 0, fuv ∈ R pour tout (u, v) ∈ A

Exercice 9 Montrer comment écrire un programme linéaire où on demande en plus de faire passer au moins 5
unité d’eau dans un certain arc du réseau.

Exercice 10 Montrer comment écrire un programme linéaire où il faut faire un flot f de valeur au moins D
(une certaine demande) mais en minimisant une fonction de coût

∑
(u,v)∈E a(u, v)fuv où a(u, v) est le coût de

faire passer une unité dans l’arc (u, v).

Exercice 11 (Sac à dos) Donner le programme linéaire correspondant à l’instance de sac à dos suivante :

Objet i Poids pi Valeur vi
1 6 30e
2 3 14e
3 4 16e
4 2 9e

4 Complexité

Définition 12 (programme linéaire réel/entier) = programme linéaire où les variables sont toutes des réels/entiers.

Définition 13 (programmation linéaire réel/entière) problème de programmation linéaire où les instances
sont des programmes linéaires réels/entiers.

Couplage maximal

Flot maximal

Sac à dos

Programmation linéaire entière

Programmation linéaire réelle Programmation linéaire mixte

Théorème 14 (admis) La programmation linéaire réelle est dans P.

Théorème 15 (admis) La programmation linéaire entière est NP-complète.
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5 Programmation linéaire réelle

Exemple 16

Il vend des chocolats simples (1 euro), des pyramides (6
euros).
Au maximum, il peut vendre 200 chocolats simples, 300
pyramides, pas plus de 400 chocolats en tout.

maximiser x1 + 6x2
x1 6 200
x2 6 300
x1 + x2 6 400
x1, x2 ≥ 0
x1, x2 ∈ R

x2

x1

Exemple 17
Il vend des chocolats simples
(1 euro), des pyramides (6 euros) et
des pyramides de luxe (13 euros).
Au maximum, il peut vendre 200
chocolats simples, 300 pyramides,
pas plus de 400 chocolats en tout et
le nombre de pyramides plus trois
fois le nombre de pyramides de luxe
est au plus 600.

maximiser x1 + 6x2 + 13x3

x1 6 200
x2 6 300
x1 + x2 + x3 6 400
x2 + 3x3 6 600
x1, x2, x3 ≥ 0
x1, x2, x3 ∈ R x1

x2

x3

Proposition 18 L’ensemble des solutions d’un programme linéaire réel est convexe.

Démonstration. C’est l’intersection de convexes. �

Théorème 19 Considérons un programme linéaire réel.

1. soit l’espace des solutions est vide ;

2. soit l’objectif est non borné ;

3. soit l’objectif est borné et l’optimum est atteint en l’un sommet du polyèdre.

Exercice 20 Donner un programme linéaire réel dont l’espace des solutions est vide.

Exercice 21 Donner un programme linéaire réel dont l’espace des solutions est non borné mais dont l’objectif
est borné.

Exercice 22 Donner un programme linéaire réel dont l’espace des solutions est non borné et dont l’objectif ne
l’est pas non plus.

Notes bibliographiques

L’exemple des chocolats vient de [DPV08]. Le livre [GM07] donne beaucoup d’exemples. A l’IRISA, voici
un travail sur l’affectation de machines virtuelles sur des serveurs pour minimiser l’énergie non renouvelables
utilisées [CDO17]. Autre travail à l’IRISA sur programmation linéaire pour la bio-informatique : [ADFL19].
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