Logique équationnelle et réécriture



R
Plan

@ Introduction

Logique équationnelle



R
Plan

@ Introduction

© Généralités sur les systemes de réduction




R
Plan

@ Introduction

© Généralités sur les systemes de réduction

© Logique équationnelle




R
Plan

@ Introduction
© Généralités sur les systemes de réduction

© Logique équationnelle

© Problemes de décision




R
Plan

@ Introduction
© Généralités sur les systemes de réduction
© Logique équationnelle

© Problemes de décision

© Confluence




R
Plan

@ Introduction

© Généralités sur les systemes de réduction
© Logique équationnelle

© Problemes de décision

© Confluence

@ Terminaison

Logique équationnelle et réécriture



R
Bibliographie

» Franz Baader & Tobias Nipkow, Term Rewriting and All that

Logique équationnelle et réécriture



e
Spécifications équationnelles

» Définition d'une structure (mathématique ou informatique) a I'aide
d’égalités (équations)

» En déduire d’autres égalités

> Calculer avec des égalités

Exemple : addition des entiers naturels

x+0 ~ «x
x+Sy) ~ Skx+y)

5(0) + S(S(0)) ~ S(S(0) + 5(0)) ~ S(S(S(0)) +0) ~ S(S(5(0)))

Logique équationnelle et réécriture 4/47



Spécifications équationnelles

» Définition d’une structure de données

pop(empty) ~ empty
pop(add(x,y)) ~ y
top(add(x,y))
dup(add(x,y))
pop(dup(x)) ~
size(empty) ~ 0
size(add(x,y)) ~ 1 + size(y)
size(dup(x)) = 1 + size(x)

~

~
~
~

add(x,add(x,y))

» Egalités = régles d’évaluation dans les preuves

add(a, pop(add(b, pop(dup(add(a, empty))))))
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Introduction

Egalité modulo E

Egalité modulo E :

pop(empty) ~ empty
pop(add(x,y)) =~y

top(add(x,y)) =~ x

dup(add(x,y)) ~ add(x, add(x,y))
pop(dup(x)) ~

size(empty) ~ 0

size(add(x,y)) = 1 + size(y)
size(dup(x)) ~ 1 + size(x)

E =’ pop(dup(add(a, empty))) ~ empty

ou encore

pop(dup(add(a,empty))) ~}. empty

Logique équationnelle et réécriture
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ystemes de réduction

Systémes de réduction

Définition : un systéme de réduction est un couple (A, =) olt A est un
ensemble et — une relation binaire sur A

Notations :

n+1 n

> 5> =—o0—
+ s

» 5= U i>1 £ fermeture transitive

» 5= Uiso % fermeture réflexive transitive
= 0

» - =—o0— fermeture réflexive

» = {(y,x)l(x,y) €=} inverse

» < =— U< fermeture symétrique
& = (+)*  fermeture symétrique réflexive transitive
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Généralités sur les systemes de réduction

Induction bien fondée
Une relation < C A x A est dite bien fondée s’il n’existe pas de suite infinie
ay,...,a,, ... d’éléments de A telle que
...<an {... <al
Principe d’induction bien fondée
Soit Q un prédicat sur A

Vxe A (WweAy<x = Qly)) = Q(x)
Vx € A, Q(x)

Théoréme J

Le principe d'induction bien fondée est valide ssi la relation < est bien fondée.
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Généralités sur les systemes de réduction

Confluence, terminaison et normalisation

Forme normale :
> x est en forme normale (irréductible) s’il n’existe pas de y tel que x — y
» x ety sont joignables s'il existe z tel que x —» z <~ y, noté x | y
Un systéeme de réduction est
» < Church-Rosser > ssix <>y = x |y
» confluent ssiy; < x = y2 = y1 | 2

» terminant ss’il n’existe pas de chaine infinie a0 — a; — ... (la relation +
est bien fondée)

» normalisant ssi tout élément a une forme normale
» convergent ss’il est a la fois confluent et terminant

Logique équationnelle et réécriture 10/47



Généralités sur les systemes de réduction

Propriétés générales

Théoréme

Un systeme est Church-Rosser ssi il est confluent.

Preuve : Exercice O

Corollaire

Si — est confluent, tout élément a au plus une forme normale.

Corollaire

Si — est normalisant et confluent, tout élément a une forme normale unique.

Théoréme

Si — est normalisant et confluent, alors x <& y < x =1y |.
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Généralités sur les systémes de réduction

Confluence locale

Une relation — est localement confluente siy; < x =y = y1 L 12

Lemme (Newman)
Une relation terminante est confluente ssi elle est localement confluente

Logique équationnelle et réécriture



Généralités sur les systémes de réduction

Preuve du lemme de Newman

Induction bien fondée sur la propriété
Px) =Wy, Vz,y < x Sz=ylz

Relation bien fondée ?
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Généralités sur les systémes de réduction
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Généralités sur les systémes de réduction

Preuve du lemme de Newman

Induction bien fondée sur la propriété

P(x)
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Généralités sur les systémes de réduction

Preuve du lemme de Newman

Induction bien fondée sur la propriété

Px) =Wy, Vz,y < x Sz=ylz
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Logique équationnelle

Termes

Rappel : soit F un ensemble de symboles munis d’'une arité, et X un ensemble
dénombrable de variables, I’ensemble T(F, X) des termes construits sur F et X
est défini inductivement par

tou= x| flt,..., ta)

avecx € X, f € F un symbole de fonction d’arité n et ty, ..., t, des termes de
T(F,X).
L’ensemble T(JF) des termes clos est défini par

t o= f(t,..., t)
Exemples : soit F ={f :3,cons : 2,car: 1,a: 0,nil : 0}, et x € X, et soient

s = f(a x,nil)
t = car(cons(a, cons(a,nil)))

Onas, t € T(F,X), ett € T(F) et Var(s) = {x}.

Notation : on notera t|, le sous-terme de t a la position p.
15/47



. Logiqueéquationnelle |
Substitutions

Définition : Une substitution o = [t1/x1, ..., t,/x,] est une fonction dont
l'application a un terme ¢ est le terme ot dans lequel toutes les occurrences des
variables xy, ..., x,, ont été substituées par ty, ..., t,. La substitution o est
prolongée de fagon classique sur I'ensemble des termes.

Exemple :soit F={f:3,h:1,g:1,a:0},soit o = [x — g(a),y — h(z)] et
t =f(h(x),x,¢y)).
Ona ot =f(h(g(a)),g(a),g(h(z))).

Définition (substitution plus générale) :
Soient deux substitutions o et 8. On dit que o est plus générale que 6 s’il existe
une substitution {3 telle que 3 o o0 = 6.

Exemple :
o = [g(y,z)/x] est plus générale que 6 = [g(a,z)/x] avec = [a/y].

Notation : on notera t[u], le terme t dans lequel le sous-terme u est greffé a la
position p.

Logique équationnelle et réécriture 16 /47



Logique équationnelle

Théorie équationnelle

Définition : une théorie équationnelle E est un ensemble d’égalités de la forme
I~roul,reJ(F X).

Définition : la relation —f est définie par s —f ¢ ssi il existe une égalité [ ~ r de
E, une position p de s et une substitution o telles que

sl = ol ett = slor],

Proposition

la relation < est la plus petite relation d’équivalence ~ vérifiant
@ pour tout f dans F d’arité n,
(Vie{l,...,nlti~u;)) = f(t1,...,tn) ~ f(u1, ..., u,) (compatibilité)
@ pour toute substitution o et toute égalité [ ~ r de E, ol ~ or (substitution)

Logique équationnelle et réécriture 17 /47



Logique équationnelle

Exemple : entiers de Peano

E:{ 0+x~x

S(x)+y~=Skx+y)
A-t-on
S(0) + S(0) & S(S(0) 2
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Logique équationnelle

Exemple : entiers de Peano
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Logique équationnelle

Exemple : entiers de Peano

E_ { 0+x=x
S| Sx)+y=Skx+y)
A-t-on
S(0) + S(0) & S(S(0) 2
Oui :
S(0) + S(0) SE S(0+ S(0)) SE S(S(0))
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Logique équationnelle

Exemple : ensembles

Soit F={N:2,U:2,0:0,{-}:1}, X ={A,B,C,x,y}, et E contenant les six
égalités suivantes :

Q AND=0

Q@ AUD=A

Q@ AUBNC)=~ (AUB)N(AUCQC)
Q AUAXA

@ ANB~BnNA

Q@ AUB~BUA

Prouvez les équivalences suivantes
s (U Y) N ) S ()
» AN(AUB) & A
» ANASGEA

Logique équationnelle et réécriture
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Logique équationnelle

Exemple : ensembles

Soit F={N:2,U:2,0:0,{-}:1}, X ={A,B,C,x,y}, et E contenant les six
égalités suivantes :

Q AND=0

Q@ AUuD=A

Q@ AUBNC)~ (AUB)N(AUCQC)
Q AUA=A

@ ANB=~BnNA

Q@ AUB~BUA

{yulyh) Ny} = {ytuixh) n{y}
2 {u{ix)n{yiun)
=3 WUlxino)
m Wud=p {y}
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Logique équationnelle

Exemple : ensembles

Soit F={N:2,U:2,0:0,{-}:1}, X ={A,B,C,x,y}, et E contenant les six

égalités suivantes :

Q AnD=~0

Q@ AUl A

Q@ AUBNC)~ (AUB)N(AUCQC)
Q@ AUARA

@ ANB~BNA

Q@ AUB~BUA

(AUP)N(AUB)
AU(@NB)
AU (BN
AU@Z(Z)A
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Logique équationnelle

Exemple : ensembles

Soit F={N:2,U:2,0:0,{-}:1}, X ={A, B, C,x,y}, et E contenant les six
égalités suivantes :

Q AND=0

Q@ AUD=A

@ AUBNC)=(AUB)N(AUCQ)
Q AUA=A

@ ANB~BNA

Q@ AUB~BUA

Soit (7) le théoreme précédent :
AN(AUB)=A

AﬂAZ(Q)Aﬂ(AU@) 2(7)A
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del
Modeles

Définition : une algebre A sur F est constituée d'un ensemble A (son domaine)
et, pour tout symbole de fonction f de I d’arité n, de la donnée d’une
application f# : A" — A.

Exemple : I'ensemble des termes T(JF, X) peut étre considéré comme une
algebre, sil’on interpréete les symboles de fonctions par eux-mémes.

Définition : un morphisme d’algebre entre les algebres A et B est une
application de A dans B qui est un morphisme pour toutes les interprétations

des symboles de fonctions de J.

Exemple : F ={0,n, U}

B A
domaine | {0,1} | IN
0 0 0 morphismes ?
N A | min
U V | max

Logique équationnelle et réécriture 20/47



Logique équationnelle

Modeéles (suite)

Définition : I'égalité | ~ r est valide dans 1’algebre A si pour tout morphisme
¢ :T(F,X) = Aonad(l) = d(r).

Définition : I'algebre A est un modéle de E si toute égalité de E est valide dans
A

Définition : I'égalité s ~ t est conséquence sémantique de E (noté s ~ t) si elle
est valide dans tout modele de E.

%
SRt < s+t

Théoreme (Birkhoff) J

Notation : dans la suite on utilisera indifféremment ~ et <.

Logique équationnelle et réécriture 21/47
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Problémes de décision

Décision

Définition : probleme du mot ( égalité / unification modulo E )
Etant donnés une théorie équationnelle E et deux termes s et t, a-t-on s ~g t?

Ce probleme est indécidable : on peut coder le comportement d"une machine
de Turing avec une théorie équationnelle.

Pourtant, étant donnés
car(cons(x,y)) ~ x
E =< cdr(cons(x,y)) =y
cons(car(x), cdr(x)) ~ x

on aimerait pouvoir décider automatiquement si

car(cdr(cons(1, cons(2,nil)))) ~ car(cons(car(cons(2, cons(1,nil))), nil))

Logique équationnelle et réécriture 23/47



Problémes de décision

Solutions partielles

Cas particulier : E =0

Dans ce cas, le probleme devient : étant donnés deux termes s et ¢, existe-t-il
une substitution o telle que of =s7?

> unification

Autres cas : orienter les égalités en regles de réécriture, de la gauche vers la
droite

Exemple : I'ensemble E d’égalités pour les entiers de Peano devient

R— (1) 0+x—x
L (2 Sx)+y— S(x+y)

Logique équationnelle et réécriture 24 /47



Problémes de décision

Décision par réécriture

Une regle de réécriture | — r est une égalité [ = r telle que I n’est pas une
variable, et Var(r) C Var(l).

La relation — de réécriture est alors la relation — vue précédemment.

Comment décider ~¢ a 'aide de —r ?

S(0)+0 ~% 0+5(0)

R (2) R4 (1)

S(0+0) 5(0)
R} (1 :
5(0 ) = 500

On cherche donc a calculer des formes normales pour s et t. Une orientation
< au hasard > ne suffit pas...

» confluence

> terminaison

Logique équationnelle et réécriture
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Confluence

Confluence

Décision : le probléme « Etant donné un systéme de réécriture E fini, est-il
confluent ? > est indécidable (réduction a partir du probléeme du mot).

Confluence locale : elle est décidable pour les systémes terminants ! On va
donc pouvoir utiliser le lemme de Newman.

terminaison = (confluence = confluence locale)

Logique équationnelle et réécriture 27 /47



Confluence

Paires critiques

Ftant donnés s, t; et t, tels que

S

Zl—>7\‘1/ lz—)?’z

t ty

Pouri=1,2,il existe p; et o; tels que s|,, = [;0; et t; = s[r;oill,
Comment savoir si

i

it ?

Remarque : les deux régles peuvent étre deux instances de la méme regle,
modulo renommage des variables
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Confluence

Paires critiques : cas 1

p1 et po sont dans deux sous-arbres distincts.
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Confluence
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p1 et po sont dans deux sous-arbres distincts.
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Confluence
Paires critiques : cas 1
p1 et po sont dans deux sous-arbres distincts.

S

LN N
11—>T’V \1‘2—)1’2

AN o
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Confluence

Paires critiques : cas 1

p1 et po sont dans deux sous-arbres distincts.
s

GNP

l1—>1’1 lz—)?’z

lm «/Iﬁ’l
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Paires critiques : cas 2

p1 est un préfixe de py, [0, apparait dans /; 07 mais pas dans /;.
1
1
1
1
,

........ vpl
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Confluence

Paires critiques : cas 2
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Paires critiques : cas 2
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Paires critiques : cas 2
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Paires critiques : cas 3

p1 est un préfixe de py, p2 = p1 - p, 0l apparait a une position de ;.
Définition : Soient

M h—=n
2), =1

deux regles telles que les variables sont
renommées de fagon a avoir Var(ly,r1) N
Var(lp,r2) = 0. Soit ¢ un unificateur prin-
cipal pour I, et un sous-terme t de /; a la
position p, t ¢ X (on a donc ol = ot)

Si Gll
1\
h=or ty=(ol)[or2],

ett; # t; alors (t1, f,) est une paire critique.

Logique équationnelle et réécriture 32/47



Confluence

Paires critiques

Exemple :
R ={(1) f(gla,x)) — k(x),(2) gy, b) = g(y,c)}

Aveco ={x+—b,y—alona

(a,

ab))
\2‘]

flglac))

f(g
(y
k(D)

(k(b),f(gl(a,c)) est une paire critique, qui n’est pas joignable par R.

Proposition

Si les paires critiques sont joignables alors le systeme de réécriture est
localement confluent.

Logique équationnelle et réécriture 33/47



Confluence

En résumé

Théoréme

Un systeme de réécriture terminant est confluent si et seulement si ses paires critiques
sont joignables.

Théoréme

La confluence d’un systeme de réécriture terminant est décidable.

Et pour les systémes non terminants ?

Avec certaines restrictions (linéarité, absence de paires critiques...) on peut
définir des systémes non terminants mais confluents : application aux
langages fonctionnels.

Logique équationnelle et réécriture 34/47



Complétion de Knuth-Bendix

> Si le systéme comporte des paires critiques (b, c) non joignables, on ajoute
laregle b —g couc —g b.

> Le systeme devient confluent.
> On a peut-étre perdu la terminaison...

Logique équationnelle et réécriture 35/47
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Terminaison
Décision : le probléme « Etant donné un systéme de réécriture E fini, et un

terme t, existe-t-il une suite infinie de réductions issue de ¢ ? > est indécidable :
on le réduit au probléme de I’arrét (universel) d'une machine de Turing.

Cas particulier : s'il n’y a pas de variable dans la partie droite des regles, la
terminaison devient décidable.

Comment prouver la terminaison pour un systeme donné ?

» Par < plongement » : on définit ¢ : T(F, X) — K, ott K est muni d'un
ordre bien fondé <, de sorte que

s—rt = $s) = )

Exemples : K = IN, ou un produit lexicographique d’ordres bien fondés.
» On définit un ordre de réduction : ordres polynomiaux, LPO, etc.

Logique équationnelle et réécriture 37/47



Terminaison

Ordre de réduction

Définition : ordre de réécriture

Un ordre de réécriture sur J(F, X) est un ordre strict > tel que

@ > est compatible avec les symboles de fonction : sis; > s; alors
f(tll ey ti*llslr ti+1/ ey tn) >f(tlr ey ti*l/ S2, tiJrl/ Ry tn)

@ > est compatible avec les substitutions : si s; > s, alors pour toute
substitution o, 0s; > 05,.

Définition : un ordre de réduction est un ordre de réécriture bien fondé.

Exemple : s > t ssi [s| > |t| et pour toute variable x, |s|y > [t[,

Logique équationnelle et réécriture 38/47



Ordre polynomial

Idée : plonger les termes dans les entiers positifs.

Définition : interprétation polynomiale

Une interprétation polynomiale est une application de T(F, X) dans IN \ {0}
telle que tout symbole de fonction f d’arité n est interprété par une fonction
polynéme de IN[Xj, ..., X,].

Définition : interprétation polynomiale monotone

Tout symbole de fonction f est interprété par une fonction polyndéme
strictement croissante en chacun de ses arguments.

Logique équationnelle et réécriture 39/47



Ordre polynomial

Proposition

Une interprétation polynomiale monotone fournit un ordre de réduction sur
T(F,X).

Proposition

Savoir si P > Q pour un ensemble infini d’entiers est indécidable.

Proposition

Si la terminaison d’un systéme de réécriture est garantie par un ordre
polynomial, alors il existe une constante c > 0 telle que toute suite de

réductions partant du terme f est de longueur bornée par L
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Lexicographic Path Order

On se donne un ordre total > sur les éléments de F.
Définition : LPO

Sis=f(s1,...,5:) ett =g(t,... bw), onas >y, tsi
Q f>gets >y, tipourtoutic{l,...,m},ou
Q f=gets >y, tipourtoutic{l,...,mets;...s, >f;’é H

Q ilexistei € {1,...,m}tel que s; = t ous; >y, ¢,

l .
avecsy...Sy >l;’; t1...ty, sl
Q@ n#0etm=0,0u
Q 51>y t1,0u

Q s =t etsy...s, >f% tr...ty.
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...tm,0u

41/47



Terminaison

LPO : exemple

Soit R le systeme de réécriture suivant :

R— (1) 0+x—x
1 (@ S(x)+y—Sx+y)

Prouvons que R termine & 1’aide d'un LPO :
On choisit > tel que 4+ > S.
On montre que chaque régle respecte 1’ordre :

Q 0+ x > x par le cas (3) du LPO.

Q S(x) +y >y S(x +y) parle cas (1) du LPO car
> +>Set
> S(x) +y >po x +y par le cas (2) du LPO car
> +=+et
> S(x) +y >y xet
> S(x)+y >poyet
S

(x),y >f;’é x,y car S(x) >po X par le cas (3) de >f§’g.

>

x)
x),
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LPO : propriétés

Proposition

Pour un LPO donné, savoir si s > t est décidable en temps polynomial en la
taille de s et t.

Proposition

La question de savoir si la terminaison d"un systeme de réécriture donné peut
étre prouvée grace a un LPO est NP-compléte.
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Exercice

Donner une définition équationnelle des files comprenant au moins la file
vide (nil) et les opérations suivantes :

» consultation de 'élément de téte (head),
> retrait de I'élément de téte (pop),

» ajout d’un élément en queue (add).

Sur cette définition, prouver que

pop(add(head(add(a, add (b, nil))), add(a, nil))) % pop(add(a, add (b, nil)))
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Solution

Une théorie équationnelle possible pour les files est :

head(add(x, nil)) ~ x

head(add(x,add(y,z)) ~ head(add(y, z))
pop(add(x,nil)) ~ nil

pop(add(x,add(y,z))) ~ add(x, pop(add(y,z)))

Pour prouver que

pop(add(head(add(a,add (b, nil))), add(a, nil))) % pop(add(a, add (b, nil)))

il faut...
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Solution
@Q orienter Een R :
head(add(x,nil)) — x
head(add(x, add(y, z)) — head(add(y, z))
pop(add(x, nil)) — nil
pop(add(x,add(y,z))) — add(x, pop(add(y, z)))

@ Prouver que R termine (ordre LPO et précédence pop > add).

@ Prouver que R est confluent. C’est le cas puisqu’il n'y a pas de paires
critiques.

© Montrer qu’il n’existe pas de terme t tel que
pop(add(head(add(a,add(b,nil))),add(a, nil))) —4 ¢
et
pop(add(a, add(b,nil))) —5 t.
C’est le cas puisque

pop(add(head(add(a,add(b,nil))), add(a,nil))) —% add(b, nil)

et
pop(add(a,add(b,nil))) —% add(a,nil)
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Réécriture et outils de vérification

» Beaucoup de problemes indécidables : pas de procédures de décision

> Outils de vérification basés (au moins en partie) sur la réécriture et les
spécifications équationnelles

» VERSA (algebres de processus temps-réel)
» Larch Prover (en particulier hardware)
> Maude

> Dans les assistants de preuve en général : la réécriture est appliquée
manuellement, ou automatiquement de fagon heuristique
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