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1 Habitation

Dans tout cet exercice on considere le A-calcul simplement typé, et des extensions de ce
systeme. On dit qu'un type 7 est habité quand il existe un terme (clos) M tel que @ = M : 7.
Par exemple, pour tous types 7 et 7/, le type 7 — 7/ — 7 est habité : le terme Ax.\y.x en
est le témoin.

Question 0 Montrer que le type (1 = 7') — (1 = 7 — 7") — (7 — 7”) est habité quels
que soient 7, 7’ et 7.

Question 1 On considere une extension du A-calcul simplement typé avec des constantes :
pour chaque type de base 7 on se donne un nouveau symbole ¢, représentant une constante
arbitraire de ce type. La syntaxe des termes est alors étendue en

M:=MM |Xx.M|z|c

ou x est une variable quelconque et ¢ une des constantes ¢, pour un type de base 7. Par
exemple, si 71 et 75 sont des types de base, A\f. f ¢, ¢, est un terme. On étend enfin les
regles de typage du A-calcul simplement typé en ajoutant, pour chaque type de base 7, la
regle suivante :

I'ke i1
Montrer que tout type est habité dans ce A-calcul enrichi.

Question 2 On retourne maintenant au A-calcul simplement typé du cours, sans constantes
ajoutées, ou M ::= M M' | Ax.M | z. Montrer qu’aucun type de base n’est habité. Indice :
on pourra utiliser le théoréeme de normalisation des termes typés.

Question 3 On considere maintenant une autre extension du A-calcul simplement typé. On
étend les termes avec le fixfun de Mini-ML, noté ici avec la lettre grecque u, puis on étend
la réduction et le typage comme suit :

Mao=MM | XeM|z|pfeM  (ufe.M)M —, M[f = pfe. Mz := M|



O, f:r—=7,oc:7M:7
C'kupfeM:17—71

Montrer que tout type est habité dans cette extension du A-calcul.

Question 4 On retourne finalement au A-calcul simplement typé standard. On définit
inductivement le jugement “I' F 7 habité”, pour un type 7 et un ensemble de types I', par
les deux regles d’inférence suivantes :

I', 7 = 7" habité
I, 7+ 7 habité I' F 7 — 7/ habité

Démontrer que si () = 7 habité est dérivable, alors 7 est habité. Montrer que la réciproque
n’est pas vraie, et proposer une facon de corriger cela.

2 Rust

On considere un fragment du Mini-Rust vu en cours, sans branchement conditionnel, et ot la
seule fonction disponible est drop, de type (String) — (). On considére de plus uniquement
deux types possibles dans ce langage : String et (). On donne en figure 1 un sous-ensemble
des regles de typage vues en cours. Dans cet exercice, nous appellerons ce systeme de type
strict, ce qu’on indique en décorant les - en Fg. On considere en figure 2 une variante laxiste
de ce systeme de type, pour laquelle on utilise . Seules les trois dernieres regles different
entre les deux systemes. Dans les deux figures, s dénote une chaine de caractere constante
(e.g. "bonjour") et les variables 7, 7/ prennent leurs valeurs dans {String, ()}. Dans les deux
dernieres regles laxistes, on écrit 7/ pour signifier que la valeur spéciale L est autorisée.

Question 1 Donner une expression Micro-Rust close qui type dans le systeme laxiste mais
pas dans le systeme strict.

I'g e: String = I
Fe:rhgax:r=>Tz: L ['Fgs:String=T I' Fg drop(e) : () = I

Frkge: ()21 T"kge 717
kg (e;¢):7=T1"
Fkge:7=>1" TMa:rkge 7 =>1" 2. L
'Fs(let x=eine€): 7 =T"
Fge:7=>T1"2: L
FFs(x=e): ()= z:7

FIGURE 1 — Regles de typage strict de Micro-Rust



I'Fpe:String= 1"
Fe:thkpe:7=Ta: L ' s:String=T ['Fp drop(e): () = I

I'tre: =1 Ik :r=T17
Lk (ge):7=T17
Fkpe:r=>T1 Motk =127
F'Fp(let z=cine): 7 =17
F'Fre:r=>T"2: 7]
F'Fr(x=e):()=>T2:7

FIGURE 2 — Regles de typage laxiste de Micro-Rust

Question 2 Montrer que pour toute expression Micro-Rust e, et pour tous I', IV, 7 tels que
L'kpe:m= 1" il existe € tel que I' g € : 7 = I". Une preuve formelle, par induction,
est exigée. Elle devra induire une construction de €’ a partir de e, de sorte que la nouvelle
expression s’exécute de fagon “similaire” a l'originale. Indice : il s’agit de corriger dans e des
problemes de gestion mémoire.

3 OCaml : GADTSs, foncteurs et CPS

Question 1 Considérons I'exemple suivant de GADT (type algébrique généralisé) :

type t =

| C1 : int t
| C2 : string t -> string t

Pour quels types x existe-t-il des valeurs de type x t7?

Question 2 Définir un type ’a bla tel que les valeurs de type x bla, pour un type x
quelconque, soient exactement les valeurs

— 3,

AW,

— L(AX),

— B(L(A(X))),

— ABLAGX)),

— LCABL(AX))))D),

— B(L(A(B(L(A(X)IN),

— etc.
On ne demande pas que toutes ces valeurs aient le type x t pour un méme x : le parametre
de type peut (et doit) varier d’une valeur a l'autre.



module type SET = sig
type t
type elt
val empty : t
val add : elt -> t -> t

val remove : elt -> t -> t
val member : elt -> t -> bool
val cardinal : t -> int

end

FI1GURE 3 — Signature du type de données “ensemble”.

Question 3 On considere la signature de la figure 3. Implémenter un foncteur qui transforme
une implémentation de SET en une nouvelle implémentation dans laquelle la fonction cardinal
est en O(1). Le foncteur prendra en argument un module de type SET quelconque, pour lequel
on supposera seulement (sans les expliciter) des invariants naturels, et 'on construira un
nouveau module qui devra satisfaire ces mémes invariants. Un exemple d’invariant naturel
est :

if not (member x t) then cardinal (add x t) = 1 + cardinal t
else cardinal (add x t) = cardinal t

Question 4 Les deux fonctions suivantes ne sont pas en CPS. Donner le type de chaque
fonction, expliquer pourquoi elle n’est pas en CPS, et reformuler pour obtenir une fonction
en CPS.

let rec fold f a 1 k =
match 1 with
I [1 -> k a
| hd::tl -> fold f a tl (fun a’ -> f a’ hd)

let rec sum_assoc keys 1 k =
match keys with
| [1 ->k O
| hd::tl ->
sum_assoc tl 1
(fun s ->
try k (s + List.assoc hd 1) with
| Not_found -> k s)

On rappelle que List.assoc x 1 cherche le premier élément de 1 de la forme (x,y) et renvoie
y. Si aucun élément n’a x en premiere composante, I’exception Not_found est levée.



