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A. Déduction naturelle

Dans cet exercice on prend F = {f} et P = {=} avec f d’arité 1 et = d’arité 2.

Question 1 Montrer que la formule suivante n’est pas valide :
(Ve f(f(z)) =)= (V2Ty. 2 = f(y))

Question 2 Démontrer la formule suivante en déduction naturelle (systeme NK;) :

(Va. [(f(z)) =2) = (V23y. f(y) = 2)

B. Skolemisation et calcul des séquents

On prend F = () et P = {A, B,C}, ol chacun des symboles de prédicat est unaire. On
considere la formule suivante :

def

¢ = Fr.((3z (Az) = B(2))) = (vy.(A(x) = B(y))))

Question 1 Montrer que ¢ est valide, par un argument sémantique.

Question 2 Mettre ¢ en forme normale négative puis skolémiser cette formule. Soit 1), la
formule résultante. La formule vy est-elle valide? si oui, donner une preuve en calcul des
séquents.

Question 3 Mettre —¢ en forme normale négative puis skolémiser cette formule. Soit 3 la
négation de la formule résultante. La formule 13 est-elle valide ? si oui, donner une preuve
en calcul des séquents.

Question 4 L’une des deux formules 95 et 13 est-elle insatisfaisable 7 Si oui, mettez-la en
forme clausale : soit F/ I’ensemble de clauses résultant. Dérivez la clause vide par résolution
a partir de E.



C. Indécidabilité de la validité

Dans cet exercice on souhaite démontrer 'indécidabilité de la validité en logique du premier
ordre. On s’appuie sur 'indécidabilité du probléme de correspondance de Post (PCP) sur
l'alphabet 3 = {a, b} :

— Entrée : un ensemble fini de paires de mots sur ¥, D = {(u;,v;) | 1 < i < k} pour

n € N.
— Question : existe-il 7y,...,4, avec n > 0 tel que w;, ... u;, = vy ... 0;,.
On dira plus généralement dans ce contexte qu’une paire de mots (u, v) peut étre engendrée
a partir de 'ensemble D s’il existe iy, ..., i, tel que (u,v) = (w;; ... u;,, vy - .. V;,).

Question 1 On fixe F = {a,b, €}, avec € d’arité 0 et a,b d’arité 1, et P = {R} composé
d’un unique symbole de prédicat binaire. Donner un encodage d’une instance D de PCP en
une formule close ¢p du premier ordre, telle que ¢p est valide ssi D est une instance positive.
Justifier ce résultat.

D. Variante du théoreme de Herbrand

Question 1 Donner une condition minimale sur F pour que ’ensemble des termes clos (i.e.
sans variables) construits sur F soit non-vide. Justifier.

Dans la suite, on supposera que JF satisfait cette hypothese. On a vu en cours qu’on a alors
le théoreme suivant, attribué a Herbrand : un ensemble de formules purement universelles a
un modele ssi elle a un modeéele de Herbrand.

Pour une formule purement universelle ¢, de la forme Vz; ...Vz,. ¢ avec ¢ sans quantifica-
teurs, on définit ’ensemble de ses instances closes :

HW) ={dlxy :=t1,...,xyp :=1t,] | t1,...,t, termes clos}

Pour un ensemble de formules purement universelles £, on pose H(E) = {H(¢) | ¢ € E}.

Question 2 Soit £ un ensemble de formules purement universelles.

1. Montrer qu'un modele de E est aussi un modele de H(E), mais que la réciproque
n’est pas toujours vraie.

2. Montrer que F est satisfaisable ssi H(E) est satisfaisable.

Question 3 Soit I' un ensemble fini de formules purement universelles. Montrer que le
séquent I' - L est dérivable (en LKj) ssi il existe un sous-ensemble fini A de H(I") tel que
A L est dérivable.



Déduction naturelle NKj;
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Calcul des séquents LK;
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Dans les regles Vg et 31, on exige x & fv([', A).



