TDS8 8 mai 2023

Logique

Maxime Bridoux

Exercice 1 (Formes de Skolem)

1. Donner F et P tels que
¢ =3x. P(z)V 3z. (P(x) = Yy. R(x,y))

soit une (F,P)-formule.

2. Skolémiser ¢ et préciser I'ensemble de symboles de fonctions F de

Sk(9).
3. Skolémiser (P(z)V —3Jy. R(x,y)) = Jy. (R(z,y) V Q(y)).

Exercice 2 (Herbrand)

1. Combien y a-t-il de structures de Herbrand pour :
(a) F ={a(0),0(0)},P = {R(1)};
(b) F={0(0),s(1)}, P ={=(2)};

2. Soit F ={0(0),s(1)} et P = {R(1)}. Donner un modele de Herbrand
pour Vz. R(x) < —R(s(z)).

3. Soit F = {0(0),s(1)} et P = {=(2)}. Skolémiser Vz3y. z = s(y).
Donner un modele de Herbrand de la formule résultante.

Exercice 3 (Corps non archimédiens)
On appelle corps non archimédien un corps ordonné (K, +, x, <) ayant un

élément € > 0 tel que ne < 1 pour tout entier n. Le but est de montrer qu’il
existe un corps non archimédien.

1. On suppose disposer d’un ensemble I' de formules définissant la théorie
des corps ordonnés. Soit ’ensemble de formules suivant :
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Montrer que toute partie finie de I est satisfiable.

2. Conclure par théoreme de compacité.

Exercice 4 (Paradoxe de Skolem)
On dit qu’un modele est au plus dénombrable si son domaine l'est. On
cherche & montrer et utiliser le résultat suivant :

Théoréme 1 (Théoréme de Léwenheim-Skolem descendant) Soit une si-
gnature S = (F,R) dénombrable, et I' un ensemble de formules closes sur
S. 5i ' admet un modele, alors I' admet un modéle au plus dénombrable.

1. Utiliser le théoreme de Herbrand pour démontrer le théoreme 1.

2. Application : montrer qu’il existe un modele au plus dénombrable de
votre théorie des ensembles au ler ordre préférée (ZF, ZFC, ...).

3. Montrer qu’il existe pourtant un ensemble infini non-dénombrable :
c’est le ”paradoxe” de Skolem.

2/2



