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Ñ�ËÜÈfÉzÊWÅ

t
Ë6Â�ÍÞËÜÊfÉzÔØË6ÈWÌ³ÄhÂ

R
ÑMÈWÒ�É

ÊfÉ�ËhÃ«Ò�Ë6ÓyÌ�Ô�Ì�ÈOÕ	ÆyÊfÄhÓyÔ³ÉzÅ#Ã<ÄhÂ�×WÌ�Èf×
Ì�Â)ÍyÉ<ÃzÌ³Í{Ì�ÂyÝ�ß+Ò�ÉzÈWÒ�ÉzÊ2ÈWÒ�ÉzÊfÉ�ÉsàQÌ³×fÈ
Ë�Æ^Äo×WÌ�ÈWÌ�Î�ÉYÌ�Â�ÈfÉzÝ�ÉzÊ
n
Ë6Â�Í

ÈfÉzÊWÅ�×
t0, t1, . . . , tn

×WÇ�ÃfÒáÈWÒ�Ë6È
t0 ∈ L

Ñ
tn = t

Ë6Â�ÍâÙ�ÄhÊ�ÉzÎ�ÉzÊWÕ
0 ≤ i < n

Ñ
(ti, ti+1) ∈ R

Ú
Á�Â�ÈWÒyÌ³×$Ã�Ëh×fÉoÑ�ÈWÒ�ÉJÈfÉzÊWÅ

t
Ì³×
×«Ë6Ì³Í�ÈfÄ*Ó^É+ÊfÉ�ËhÃfÒ�Ë6ÓyÔ³ÉoÑ{ÄhÈWÒ�ÉzÊWß+Ì³×fÉ¢Ì�È�Ì³×$×«Ë6Ì³Í7ÇyÂyÊfÉ�ËhÃfÒ�Ë6ÓyÔ³ÉoÚ{ã¸ÒyÌ³×
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Ì�È
Ì³×2äQÂ�Ä�ß+ÂDÈfÄ*Ó^ÉYÇyÂ�ÍyÉ<ÃzÌ³ÍQå
Ë6ÓyÔ³É7Ì�Â�Ý�ÉzÂ�ÉzÊ«Ë6ÔpÑjÉzÎ�ÉzÂEÌÐÙ

L
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�Wÿ&ósô^ørð`�õï(�jî6ö*û�î)ðsô��oûCïAózô^î#�{ösî'ózørþ6ïQú�úrø´ò�øØó �Qù¸ö}î�
{ñ?ú]ïQö����<�Q���{ø´ÿ�ó�ózî�þ<ô^ÿ^ø���ñ?î6ð®ñ^ð}î6÷
ù>�{ö�ösî6ïQþ<ôõïQü?ørúrøØó��áï�ÿõïQú���ð}î6ð�	

� ñ?ó �{ò�ï�ózø´þ��Qî6ö}ø��õþ6ï�ózø4�{ÿ �QùYð7�Qù�óWû�ï�ösî¬ð �dð«ózî�ò�ð®ø´ð �{ÿ?î �Qù+ósô^îDò��{ð}ó�þ<ôõïQú´úrî6ÿ

{ørÿ�
|ösî �
ðsî6ïQösþ<ô��^ö7�{ü^úrî�ò�ð
ørÿ)þ��{ò��^ñ?ósî6ö+ïQø´÷^î6÷!�{î6ö}ø��õþ6ï�ózø4�{ÿ�	"�WÿDózô?ørð¸þ#�{ÿyózî#��ó��Qösî#
{ñ^úrïQö$ò��d÷?î6ú��
þ<ô^î6þ%$�ø´ÿ�
�ôõïQð$üjî6î�ÿ��^ö �(� �{ð}î6÷âïQð¸ï 
{î6ÿ?î6özï�údùpözï�ò�î'û �{ö&$7ù>�{ö¸ïQÿ^ïQú���ðsø´ÿ�
®ï�ÿ^÷'�{î�ösøØù(�dø´ÿ�

ørÿ��^ÿ^ø´ósî|ð«ó<ï�ósîÜð �dð«ózî�ò�ð#	*)�ô�ñ^ð��
ð&��ð}ósî6ò|ðAïQö}î�ò��d÷?î6úrú´î6÷ ñ^ð}ørÿ�
&ösî�
Qñ^ú]ïQö	ösî#�^ösî�ðsî�ÿ�ózï!�
ózø4�{ÿ^ð,+°þ��{ÿ-��
{ñ^ösï�ózø4�{ÿ^ð ��ù+ózô^îAð �dð«ózî�ò�ð�ïQö}î¬ò��d÷^î�úrú´î6÷�ü.�/�õÿ^ø´ósîDûJ�{ös÷^ðZ�Qö±ózö}î6î�ð10 �Qù
ñ^ÿ�ü �Qñ^ÿ^÷^î�÷�ðsø�26î43�ïQÿ^÷Eózô^î�÷���ÿõïQò|ørþ �Qù
ósô^î�ð&��ð}ósî6ò|ð±ø´ð�ò]��÷^î�úrúrî�÷áü.�,ïAösî6úrï�ózø4�{ÿ

R0Oø´ÿ �^özïQþ'ózø´þ6î�ï¬ózösïQÿ^ðs÷?ñ^þ6î�ö`�Qö�ï50pózî�ösò63¢ösî'û*ösøØózørÿ

Að&��ð}ósî6ò63A	7)�ô^î�ÿ��õðzï�ùpî�ó��EïQÿ^ïQú���ðsø´ð
�QùMósô^î�ð&��ð}ósî6ò1ørðYösî�÷^ñ^þ�î6÷Üó �	ósô^î±þ#�{ò��^ñ?ó<ï�ózø��Qÿ��Qù¡ö}î�
{ñ^úrïQöYú]ïQÿ

{ñõï(
{î�ð+þ6ú4�{ðsî�÷Üñ^ÿ^÷?î6ö
ï�ösî6úrï�ózø4�{ÿ

R
+.
Qø��{î�ÿHï�ö}î�
{ñ^úrïQö®úrïQÿ�
{ñõï&
{î

L
��ï�ösî6úrï�ózø4�{ÿ

R
ïQÿ^÷Þï�ösî#
{ñ^úrïQö7ðsî'ó

LP�Qù98%:.;=<%>"?4@�A�BDC&:�EGFH>"?�IA�yósô^îJ��ñ^î6ð«ózø4�{ÿ�ørðJó��A÷^î�þ6ør÷?î�û*ô^î�ósô^î6ö
R?(L)∩Lp = ∅

û*ô?î6ösî
R?

ø´ð®ózô^îâö}î�KõîL�?øM�{î|ózözï�ÿ^ðsøØózø��QîAþ6ú4�{ðsñ^ö}î��Qù
R
	
N�ørÿ^þ�î

R?(L)
ørð7ø´ÿ 
Qî6ÿ^î�özïQúYÿ^î�ø´ózô?î6ö

ösî#
{ñ^ú]ï�ö�ÿ��Qö�þ#�{ò]�?ñ?ó<ïQü?úrî(�Yð}î��{î�özïQú�ï(���^ö7�yïQþ<ô^î�ðáôõïQÿ?÷^úrî&ösî6ð«ózö}ørþ�ósî6÷ þ6ïQðsî�ðÜù>�{öâózô^ø´ð
�^ö �Qü^úrî�ò �PO��RQ��4���(�4�0�C�G	

S �oû¢î��{î�ö��Yò��d÷^î�úrú´ørÿ�
,ösî6ïQú�ð&��ð«ózî6ò|ðâúrî6ïQ÷^ðAørÿ 
Qî6ÿ^î�özïQú �Qñ?ó��Qù�÷^î6þ�ør÷õï�ü^úrîáþ6ïQðsî�ð�	T�Wÿ
ózô^ø´ð�þ#�{ÿyózîL�dó���ð}î��{î�özïQú±ösî#
{ñ^ú]ï�ö1���<� � �{ø´ÿyóÜï�ñ?ó��{ò�ï�ósørþ �VU&� �QöÜô�ñ^ò�ïQÿ 
{ñ?ør÷^î�÷�ózî�þ<ô��
ÿ^øW��ñ^î�ð �b�	X��PY��PZ&�¢û¢î6ö}î�÷^î��Qî6ú4���°î�÷ ørÿ �{ös÷^î�öDó�� �^ö ���{îÜðzï�ùpî'ó�� �^ö7���jî6ö}ósørî�ð�	
)�ô^î2
��yï�ú
�QùYózô^î�ðsî¬ósî6þ<ô^ÿ^ø���ñ^î6ð�ørð�ó���þ#�{ò]�?ñ?ózîAï�ösî�
Qñ^ú]ïQö±ú]ïQÿ

{ñõï(
{î

Kover

þ��{ÿyó<ï�ørÿ^ø´ÿ�

L
ïQÿ^÷

û*ô^ørþ<ôçø´ð
R
�Wþ�ú��{ð}î6÷�	[)�ô^î ú]ïQÿ�
Qñõï(
{î

Kover

ø´ð�ïQÿ ���{î�ö&ï&���^ö �4�dørò�ï�ósø��{ÿ �Qù
R?(L)0pù>�{öDú]ïQÿ�
Qñõï(
{îáø´ÿ^þ6ú´ñ^ðsø4�{ÿ\3	ïQÿ^÷ýø´ù

Kover ∩ Lp = ∅
�$ósô^î6ÿ

R?(L) ∩ Lp = ∅
	])�ô?ørð

ï(���^ö7�yïQþ<ô@ôõï�ð7ü°î�î6ÿ@ðsñ?þ6þ6î�ðsð«ùpñ^úrúM�@ñ^ðsî�÷ ørÿ �{ö}÷^î6ö±ó�� �^ö7�	�QîAðzï�ùpî'ó�� �QùYð}î6þ�ñ^ösøØó�� �^ö7�&�
ó���þ��{ú´ð ���4^����4U�����_��P_&� �{ö�ö}î6þ6î�ÿyózú���ù>�Qö�ð}ó<ï�ózørþ�ï�ÿõïQú���ð}ørð �Qù]` �ba*� �^ö �(
{özïQò|ðZ�PX!��	

�Wÿ&ósô^ørð�÷^ø´ösî�þ�ózø4�{ÿ�û�î)þhïQÿ?ÿ��Qó`
{î�ó±ïhû�ï���ùpö7�{ò�ósô^î!��ñ^î�ð}ósø��{ÿEó��1$�ÿ��oû û*ô^î�ósô^î6ö*ózô^ø´ð
$�ørÿ^÷��Qù
���<�Q���{ørÿyó*ï(�
�^ö �yï�þ<ô^î6ð�þhïQÿ&ïQúØû�ï4��ð*ü°î�ñ^ð}î6÷&ó ���^ö ���{î	ðzï�ùpî�ó�� �Qù
ð&��ð«ózî6ò|ð�ørÿ
ózô^î�ù>�Qúrú��oû*ø´ÿ�
�ð}î6ÿ^ð}î�+�
{øM�{î6ÿAósô^î�ò]��÷^î�ú
�Qù°ï7ð&��ð}ósî6ò ü.�âï®ö}î�
{ñ?ú]ïQö¸úrïQÿ�
{ñ^ï(
{î

L
ïQÿ^÷|ï

ösî�ú]ï�ósø��{ÿ
R
�yù>�{ö¢ïQÿ.�ÜúrïQÿ�
{ñõï&
{î

Lp

ðsñ^þ<ôáósôõï�ó
R?(L)∩Lp = ∅

��÷���î6ðJózô^î�ösî±î#�dørð«ó�ïQÿ
R
�Wþ�ú��{ð}î6÷@ö}î�
{ñ^úrïQö�úrïQÿ�
{ñ^ï(
{î

Kover
þ#�{ÿyó<ïQø´ÿ^ørÿ



L
ï�ÿ^÷@ðzï�ósørð«ù(�dø´ÿ�


Kover ∩ Lp = ∅ c)�ô^ørð*ø´ðsðsñ?î	þ6ïQÿ&ïQúrð7�Aü°î7ù>�{ö}òÜïQú´ørð}î6÷�ïQð�ù>�{ú´ú��oû*ð,+d÷���î6ð�ózô^î7ù>�{ú´ú��oû*ørÿ

¬î,��ñõïQú´ø´ó��Üô��{úr÷

R∗(L) =
⋂

R?(L)⊆K, R(K)⊆K

K,

û*ô^î6ö}î	ósô^î�ørÿyózî�ösð}î6þ�ósø��{ÿEø´ð�ösî6ð«ózö}ørþ�ósî6÷Eó��âösî#
{ñ^úrïQö�ú]ïQÿ

{ñõï(
{î�ð c
�Wÿ,ósô^ørð �^ï(�°î�ö�û�î 
{øM�{î	ïAÿ^î�
yï�ózø��Qî	ïQÿ^ð}û¢î6ö*ó��Aósô^ørð���ñ^î�ð}ózø4�{ÿ�	

X
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L = {f(A, A)} � R = {f(x, y) → f(h(x), h(y)), f(h(x), h(y)) →

f(x, y), f(h(x), A) → A, f(A, h(x)) → A} ��� � C � x
:�?�;

y
:�C ��� :�CLF�:.8�� � I���� ? �

� :"I A /∈ R?(L)
8,B-E

A ∈
⋂

L⊆K, R(K)⊆K

K.

���! " "#!$&%�î'ó
H = {f(hk(A), hk(A)) | k ∈ N}

	��$ørö}ð}ó¸û¢î*þ6ú]ï�ørò ózôõï�ó
R?(L) = H

	
N�ó<ï�ö}ózø´ÿ�
 ùpö �{ò

f(A, A)
ïQÿ^÷�ñ^ðsø´ÿ�
�ósô^î&ö}ñ^úrî

f(x, y) → f(h(x), h(y))
� �{ÿ^î,ôõïQð

L ⊆ H ⊆ R?(L)
	('��{ösî#�	�Qî6ö#�

H
ø´ðJ�{ü.��ø��Qñ^ðsúM�âþ6ú��Qðsî6÷Üü �âósô^î�ö}ñ^úrî

f(h(x), h(y)) →
f(x, y)

	�)�ô^î6ö}î�ù>�{ö}î(�Sðsø´ÿ^þ6î¬ósô^î¬óWûJ�,ö}ñ^úrî�ð
f(h(x), A) → A

ïQÿ^÷
f(A, h(x)) → AþhïQÿ?ÿ��Qó�ü°î�ï(���^ú´ørî6÷ýó��Þózî�ösò|ð�ø´ÿ

H
�YøØó|ù>�Qúrú��oû*ðAózô^ï�ó

R?(L) = H
� �?ö ����ørÿ�
Þózô^î

þ6úrïQørò�	 �õñ^ö}ósô^î6ö}ò]�{ö}î(�
A /∈ R∗(L)

'��{ösî#�	�Qî6öZ�{ÿ?îDþhï�ÿ îhïQð}ørúM� �^ö ���{î)ózôõï�ó
R?(L)

ørð
ÿ��Qó*ö}î�
{ñ^úrïQö�ñ^ð}ørÿ�
âþ6úrïQðsð}ørþ6ïQú��^ñ^ò��^ø´ÿ�
âïQö 
Qñ^ò�î�ÿyózð�	

Ndî6þ#�{ÿ^÷^úM���^ú´î�ó
Kover

ü°î�ïDö}î�
{ñ?ú]ïQö¢ú]ïQÿ�
Qñõï(
{î±ðsñ^þ<ô�ózô^ï�ó
L ⊆ Kover

ïQÿ^÷
R(Kover) ⊆

Kover
	)%�î'óAïQú´ð �

S
üjî�ósô^îÜö}î�
{ñ?ú]ïQö	ú]ïQÿ

{ñõï(
{î

{f(hk(A), h`(A)) | k ≥ 0, ` ≥ 0}
	

Ndørÿ?þ6î
R?(L) ⊆ Kover

�
R?(L)∩S ⊆ Kover∩S

	+*±ðsø´ÿ�
®ózô?î�þ�ú]ïQø´òi�0�{ÿ?î�ôõïQð
R?(L)∩

S = R?(L)
	-, �{ÿ^ð}î,��ñ^î6ÿyósú��

R?(L) ⊆ Kover ∩ S
	�. �oû �!ø´ó*ø´ð*û¢î6ú´úb$�ÿ
��û*ÿ,ózôõï�ó�ósô^î

ørÿyózî�ösð}î6þ�ósø��{ÿ �Qù®óWûJ�Hö}î�
{ñ?ú]ïQö¬ósösî6î,ú]ï�ÿ�
{ñõï(
Qî6ðâørðâösî#
{ñ^úrïQöAó��;��	])�ô�ñ^ð
Kover ∩ S

ø´ð
ösî#
{ñ^ú]ï�ö�	�S �oû�î#�{î�ö

R?(L)
ørð�ÿ��Qó7ö}î�
{ñ^úrïQö�	!, �{ÿ^ð}î,��ñ^î�ÿ�ósú��(��ósô^î¬ø´ÿ^þ6ú´ñ^ðsø4�{ÿ

R?(L) ⊂
Kover ∩S

ø´ð¢ð«ózö}ørþ�ó�	-N��Dú´î�ó
t
üjî®ïQÿ�î6úrî�ò�î�ÿyó �Qù

Kover ∩S \R?(L)
	D)�ô?î±ózî�ösò

t
ø´ðJ�Qù
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