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“I think I can safely say that nobody understands quantum mechanics.”

Richard Feynman

https://francoisschwarzentruber.github.io/quantumalgowithcats/

1 Motivation

1.1 Quelques applications

— Problème de factorisation d’un nombre entiers : Algorithme de Shor [Sho94]
— Problème de recherche d’une solution : Algorithme de Grover [Gro96]
— Simulation numérique pour développer de nouveaux médicaments [LWG+10]
— Utilisation d’un ordinateur quantique pour comprendre la matière et la physique quantique

[PODDB+12] [SKPK19]
— Apprentissage automatique quantique [BWP+17]

1.2 Avantage de la physique quantique

Superposition : le système est dans plusieurs états physiques

10
Intrication : quand changer un qubit en affecte un autre

10 10�

1 1

Archétype d’un algorithme quantique qui parallélise le calcul

construction d’état quantique superposé mesure

Amplification de la bonne solution
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1.3 Un effort industriel

IBM https://quantum-computing.ibm.com

Librairie Python3 qiskit

Open Quantum Assembly Language (OpenQASM)
Atos Librairie Python3 pyAQASM

aQASM
Microsoft Q#
Google https://quantumai.google/

1.4 Comparaison ordinateur classique VS quantique

ordinateur classique ordinateur quantique

unité d’information bit ∈ {0, 1} qubit ∈ C{0,1}

mémoire n bits n qubits

état d’un programme état physique superposition d’états physiques
s ∈ {0, 1}n s ∈ C{0,1}n

calcul déterministe déterministe

mesure déterministe probabiliste

2 États quantiques

Définition 1 (état quantique) Un état quantique 1 sur n qubits est un vecteur de C{0,1}n de norme 1. Les
coordonnées sont repérées par des suites de bits de longueur n.

Notation 2 (notation de Dirac - bra-ket) On utilise la notation |α〉 pour désigner un vecteur α ∈ C{0,1}n .
Si |α〉 ∈ C{0,1}n , on note |α〉 =

∑
u∈{0,1}n αu |u〉 .

Notation 3 (état classique) Soit u ∈ {0, 1}n. Le vecteur unité où toutes les coordonnées sont nulles sauf la
u-coordonnée qui vaut 1 se note |u〉. Un tel vecteur représente un état classique.

2.1 Exemple d’un qubit (n = 1)

Notation 4

— |0〉 est le vecteur

(
1
0

)
et désigne le qubit avec spin up.

— |1〉 est le vecteur

(
0
1

)
et désigne le qubit avec spin down.

— Un état quantique d’un qubit est un vecteur

(
a
b

)
∈ C2, noté a |0〉+ b |1〉 où a, b ∈ C avec |a|2 + |b|2 = 1.

Remarque 5 (sphère de Bloch) L’état quantique d’un qubit est un point sur la sphère de Bloch :

cos

(
θ

2

)
|0〉 + eiϕ sin

(
θ

2

)
|1〉

1. En réalité, c’est modulo un décalage de phase donc il faut quotienter l’ensemble des vecteurs de norme 1 de C{0,1}n par la
relation ∼ définie par |x〉 ∼ |y〉 ssi il existe α ∈ C de norme 1 avec |x〉 = α|v〉. Mais, nous n’avons pas besoin de cette lourdeur
administrative dans ce cours.
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2.2 Exemple de deux qubits

Notation 6 (état classique) Avec 2 qubits, les quatre états classiques sont |00〉, |01〉, |10〉 et |11〉 qui sont :

|00〉 :=


1
0
0
0

 |01〉 :=


0
1
0
0

 |10〉 :=


0
0
1
0

 |11〉 :=


0
0
0
1



Ainsi, l’état quantique de deux qubits est un vecteur


a
b
c
d

 de C4 que l’on note a |00〉+ b |01〉+ c |10〉+ d |11〉

où a, b, c, d ∈ C avec |a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = 1.

Exemple 7 (état de Bell) L’état de Bell est l’état d’intrication suivant : 1√
2
|00〉+ 1√

2
|11〉 .

2.3 Exemple de trois qubits

Avec 3 qubits, les états physiques sont |000〉 , |001〉 , |010〉 , |011〉 , |100〉 , |101〉 , |110〉 , |111〉 qui sont :

|000〉 :=



1
0
0
0
0
0
0
0


|001〉 :=



0
1
0
0
0
0
0
0


|010〉 :=



0
0
1
0
0
0
0
0


|011〉 :=



0
0
0
1
0
0
0
0


|100〉 :=



0
0
0
0
1
0
0
0


|101〉 :=



0
0
0
0
0
1
0
0


|110〉 :=



0
0
0
0
0
0
1
0


|111〉 :=



0
0
0
0
0
0
0
1


.

Un état quantique de 3 qubits est un vecteur
∑
x∈{0,1}3 αx |x〉 dans C{0,1}3 avec

∑
x∈{0,1}3 |αx|2 = 1 :

α000 |000〉+ α001 |001〉+ α010 |010〉+ α011 |011〉+ α100 |100〉+ α101 |101〉+ α110 |110〉+ α111 |111〉 .

3 Mesure

3.1 Mesure complète d’un état

Définition 8 (mesure complète) Considérons l’état
∑
x∈{0,1}n αx |x〉 où

∑
x∈{0,1}n

|αx|2 = 1.

La mesure de cet état s’effectue comme suit :

1. le système choisit x ∈ {0, 1}n avec une probabilité de |αx|2 ;

2. l’utilisateur lit cette valeur de x ;

3. le nouveau état devient l’état physique |x〉.

3.1.1 Mesure d’un qubit

α0 |0〉+ α1 |1〉

|0〉

|1〉

avec probabilité |α0|2

avec probabilité |α1|2

mesure
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3.1.2 Mesure de deux qubits

α00 |00〉+ α01 |01〉+ α10 |10〉+ α11 |11〉

|00〉

|01〉

|10〉

|11〉

avec probabilité |α00|2

avec probabilité |α01|2

avec probabilité |α10|2

avec probabilité |α11|2

mesure

3.2 Mesure partielle

3.2.1 Mesure partielle du premier bit parmi deux qubits

α00 |00〉+ α01 |01〉+ α10 |10〉+ α11 |11〉

1√
|α00|2+|α01|2

(α00 |00〉+ α01 |01〉)

1√
|α10|2+|α11|2

(α10 |10〉+ α11 |11〉)

avec probabilité |α00|2 + |α01|2

avec probabilité |α10|2 + |α11|2

mesure

3.3 En général

Définition 9 (mesure d’un sous-ensemble de qubits) Soit l’état
∑
x∈{0,1}n αx |x〉 où

∑
x∈{0,1}n |αx|2=1.

La mesure des qubits J ⊆ {1, . . . , n} s’effectue comme suit :

1. la nature choisit (yj)j∈J ∈ {0, 1}J avec une probabilité de
∑
x∈{0,1}n|xJ=yJ |αx|

2.

2. L’utilisateur lit la valeur choisie (yj)j∈J ∈ {0, 1}J .

3. Le nouvel état est :
1√∑

x∈{0,1}n|xJ=yJ |αx|
2

∑
x∈{0,1}n|xJ=yJ

αx |x〉 .

4 Intrication et produit tensoriel

Soit deux systèmes indépendants (non intriqués) d’états quantiques respectifs |ϕ〉 et |ψ〉. Le produit tensoriel
|ϕ〉 ⊗ |ψ〉 représente l’état quantique du système global.

|ϕ〉 |ψ〉

Définition 10 (produit tensoriel) Soit |ϕ〉 =
∑
x∈{0,1}n ϕx |x〉 dans C2n et |ψ〉 =

∑
y∈{0,1}k ψy |y〉 dans C2k .

Le produit tensoriel de |ϕ〉 et |ψ〉 est le vecteur C2n+k

défini par :

|ϕ〉 ⊗ |ψ〉 =
∑

x∈{0,1}n,y∈{0,1}k
ϕxψy |xy〉 .
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5 Circuits quantiques

Porte Effet Matrice (unitaire)

Négation |0〉 NOT |1〉 |1〉 NOT |0〉
(

0 1
1 0

)

Hadamard |0〉 H 1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉 |1〉 H 1√

2
|0〉 − 1√

2
|1〉 1√

2

(
1 1
1 −1

)

Non contrôlé
|00〉 • |00〉 |10〉 • |11〉

|01〉 • |01〉 |11〉 • |10〉


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0



Décalage
de phase
contrôlé

|00〉 |00〉
θ

|10〉 |10〉
θ

|01〉 |01〉
θ

|11〉 eiθ|11〉
θ


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 eiθ



Exemple 11 (mon premier circuit quantique)

|0〉 H •

|0〉
Exemple 12 (portes de Hadamard en parallèle) Sur |0 . . . 0〉, l’application de n portes de Hadamard en
parallèle donne :

1√
2

(|0〉+ |1〉)⊗ . . . 1√
2

(|0〉+ |1〉) =
1
√

2
n

∑
u∈{0,1}n

|u〉.

|0〉 H
...

|0〉 H

6 Algorithme de Grover

Dans toute cette section, n désigne le nombre de qubits et M = 2n le nombre d’états physiques possibles.

6.1 Problème de recherche d’une solution

Recherche d’une solution
entrée : une bôıte noire implémentant f : {0, 1}n → {0, 1} telle qu’il existe un unique σ ∈ {0, 1}n tel que f(σ) = 1.
sortie : l’élément σ

Exemple 13 Considérons une grille de Sudoku qui admet une unique solution σ.

solution σ

On considère la fonction

f : {0, 1}n → {0, 1}

complétion x de la grille 7→

{
1 si x respecte les contraintes du Sudoku

0 sinon
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Proposition 14 L’algorithme déterministe näıf pour décider la recherche d’une solution est en temps Θ(2n)
dans le pire cas, si on suppose que la bôıte noire est en O(1).

6.2 Principe de l’algorithme

Algorithme de Grover

|0〉 /n H⊗n Uf D Uf D · · · Uf D

où
— H⊗n représente n portes Hadamard en parallèle, une sur chaque qubit ;
— Uf est un circuit qui représente la fonction f de la façon suivante :

Uf (x) =

{
−x si x = σ

x sinon

— D est appelé l’opérateur de diffusion de Grover défini par la matrice :
2/M − 1 2/M · · · 2/M

2/M 2/M − 1
. . .

...
...

. . .
. . . 2/M

2/M · · · 2/M 2/M − 1



portes d’Hadamard−−−−−−−−−−−−→

|σ〉

Uf−−→

|σ〉

D−→

|σ〉

Uf−−→

|σ〉

D−→

|σ〉

Uf−−→ . . .

Remarque 15 (implémentation de D) On a :

D = H⊗nRH⊗n

où H⊗n est la matrice pour n portes Hadamard en parallèle et R =


1 0 . . . 0
0 −1 0 . . . 0
0 0 −1 . . . 0
... . . .
0 0 . . . 0 −1

 .

6.3 Effet des itérations

Notation 16 (somme des états physiques autres que σ) |ρ〉 :=
∑
x∈{0,1}n,x 6=σ |x〉 .

Proposition 17 La k-ème itération de UfD est :

sk−1|σ〉+ rk−1|ρ〉
Uf−−→ −sk−1|σ〉+ rk−1|ρ〉

D−→ sk|σ〉+ rk|ρ〉

avec s0 = r0 = 1√
M

; sk+1 :=
(
M−2
M sk + 2M−1M rk

)
et rk+1 :=

(
− 2
M sk + M−2

M rk
)
.

6.4 Calcul du nombre d’itérations

Proposition 18 Soit θ ∈]0, π2 [ l’angle tel que sin θ = 1√
M

. Pour tout entier k ≥ 0, on a :

sk = sin ((2k + 1)θ) rk = 1√
N−1 cos ((2k + 1)θ)

θ

Théorème 19 Après O(
√
M) itérations, on mesure σ avec une probabilité ≥ 1− 1

M .
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7 Transformée de Fourier quantique

7.1 Rappel du problème

Soit M = 2n.

Définition 20 Transformée de Fourier
entrée : (a0, . . . , aM−1) ∈ CM , une racine M -ème primitive de l’unité ω ;

sortie : A(ω0), A(ω), . . . , A(ωM−1) où A =
∑M−1

i=0 aiX
i.

7.2 Algorithme classique

entrée : des nombres a0, . . . , aM−1, et une racine M -ème de l’unité primitive ω

sortie : A(ω0), A(ω), . . . , A(ωM−1) où A =
∑M−1
i=0 aiX

i

fonction FFT(a0, . . . , aM−1, ω)
si M = 1

renvoyer a0
sinon

(s0, . . . , sM/2−1) := FFT (a0, a2, . . . , aM−2, ω
2)

(s′0, . . . , s
′
M/2−1) := FFT (a1, a3, . . . , aM−1, ω

2)

pour k = 0 à M/2− 1

bk := sk + ωks′k
bk+M/2 := sk − ωks′k

opération papillon

renvoyer b0, . . . , bM−1

Proposition 21 La FFT réalise le calcul en O(M logM).

a0 b0
a1 b1
a2 b2
a3 b3
a4 b4
a5 b5
a6 b6

aM−1 bM−1

FFTM (•, ω)

ω0

ω1

ω2

ωM/2−1

FFTM/2(•, ω2)

FFTM/2(•, ω2)

7.3 Circuit quantique

Le circuit est composé d’abord de l’appel récursif qui réalise la “FFT en parallèle” sur les n − 1 premiers
qu-bits. Puis on a des portes de changement de phase contrôlé. Par exemple, la première porte vient modifier la
phase en multipliant par ωM/4 pour toutes les coordonnées x où x0 = xn−1 = 1. Pour les autres coefficients x,
cette porte ne modifie pas le coefficient devant x. La deuxième porte vient modifier la phase en multipliant par
ωM/8 pour toutes les coordonnées x où x1 = xn−1 = 1, etc. Cette suite de changement de phase correspond au
calcul de ωjs′k qui est un préalable à l’opération papillon. Enfin, les opérations papillon sont réalisées par une
porte d’Hadamard sur le dernier qu-bit (oui oui, ça marche, on le verra plus calmement dans la démonstration
de correction !).

QFTM (•, ω)

|x0〉

|xn−2〉

|xn−1〉

|y0〉

|yn−2〉

|yn−1〉

QFTM/2(•, ω2)

HωM/4 ω

. . .
...

...
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En sortie, on récupère le résultat de la FFT mais normalisée (car il faut que le module du vecteur soit 1).

Proposition 22 QFT est en temps O(log2M).

Théorème 23 Pour tout (a0, . . . , aM−1),

QFTM,ω

 ∑
u∈{0,1}n

au|u〉

 =
1√
M

∑
u∈{0,1}n

bu|u〉

où (b0, . . . , bM−1) = FFT (a0, . . . , aM−1, ω).

8 Notes bibliographiques

Le dernier chapitre de [DPV06] est plaisant et a été beaucoup utilisé pour fabriquer ce cours. Le seul souci est
qu’il présente l’algorithme de Shor : très intéressant mais rien n’est fait proprement, et pour cause, l’algorithme
de Shor requiert un peu de théorie des nombres, et beaucoup de calculs avec la FFT etc. J’ai donc relayé
la QFT et Shor à la fin. J’ai préféré présenter au début l’algorithme de Grover, plus simple à comprendre.
L’algorithme de Grover a été proposé en 1996 [Gro96]. Attention la démonstration de correction dans l’article
original [Gro96] contient quelque erreurs. L’algorithme de Grover est optimal (dans un certain sens) [BBBV97].
Pour des informations sur l’implémentation, consulter [NO10] et [CEP+18].
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