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“I think I can safely say that nobody understands quantum mechanics.”

Richard Feynman

https://francoisschwarzentruber.github.io/quantumalgowithcats/

1 Motivation

1.1 Explosion exponentielle

— Problème de factorisation d’un nombre entiers : Algorithme de Shor [Sho94]
— Problème de recherche d’une solution : Algorithme de Grover [Gro96]
— Simulation numérique pour développer de nouveaux médicaments [LWG+10]
— Utilisation d’un ordinateur quantique pour comprendre la matière et la physique quantique

[PODDB+12] [SKPK19]
— Apprentissage automatique quantique [BWP+17]

1.2 Avantage de la physique quantique

Superposition : le système peut être dans plusieurs états physiques

10
Il peut y avoir intrication : changer un qubit en affecte un autre

10 10�

1 1

Archétype d’un algorithme quantique qui parallélise le calcul

construction d’état quantique superposé mesure

Amplification de la bonne solution
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1.3 Un effort industriel

— Chez IBM : https://quantum-computing.ibm.com
Librairie Python3 qiskit pour manipuler des algorithmes quantiques
Langage assembleur de description de circuits quantiques : Open Quantum Assembly Language (Open-
QASM)

— Chez Atos : Librairie Python3 pyAQASM Assembleur : aQASM
— Chez Microsoft : Q#
— Chez Google :https://quantumai.google/

Défi : conserver un état quantique, i.e. éviter les interactions
— Architecture en circuit où données et opérations sont ensemble pour réduire les déplacements des électrons

(surtout pas d’aller retour RAM ↔ CPU !)
— Superconducteurs, froid

ordinateur classique ordinateur quantique
unité d’information bit ∈ {0, 1} q-bit ∈ C2

mémoire n bits n qubits

état d’un programme état physique superposition d’états physiques
s ∈ {0, 1}n s ∈ C2n

calcul déterministe déterministe

mesure déterministe probabiliste

Comme les q-bits peuvent être intriqués, l’état d’un programme quantique est C2n ≡ C{0,1}n et non pas C2n.

2 États quantiques

Définition 1 (état quantique) Un état quantique 1 sur n q-bits est un vecteur de C{0,1}n de norme 1. Les
coordonnées sont repérées par des suites de bits de longueur n.

Notation 2 (notation de Dirac - bra-ket) Les vecteurs unités, où seule une coordonnée pour un certain mot
u ∈ {0, 1}n vaut 1 et les autres coordonnées valent 0 se note |u〉. Un tel vecteur représente un état classique.

2.1 Exemple d’un qu-bit (n = 1)

Notation 3 |0〉 est le vecteur

(
1
0

)
. |1〉 est le vecteur

(
0
1

)
.

Exemple 1 |0〉 désigne le qu-bit avec spin up.

Exemple 2 |1〉 désigne le qu-bit avec spin down.

Notation 4 L’état quantique d’un qu-bit est un vecteur

(
a
b

)
de C2 que l’on note

a |0〉+ b |1〉

où a, b ∈ C avec |a|2 + |b|2 = 1.

Remarque 5 (sphère de Bloch) L’état d’un qubit est un point sur la sphère de Bloch :

cos

(
θ

2

)
|0〉 + eiϕ sin

(
θ

2

)
|1〉

1. En réalité, c’est modulo un décalage de phase donc il faut quotienter l’ensemble des vecteurs de norme 1 de C{0,1}n par la
relation ∼ définie par |x〉 ∼ |y〉 ssi il existe α ∈ C de norme 1 avec |x〉 = α|v〉. Mais, nous n’avons pas besoin de cette lourdeur
administrative dans ce cours.
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2.2 Exemple de deux qubits

Notation 6 (état classique) Avec 2 qubits, les quatre états classiques sont :

|00〉 |01〉 |10〉 |11〉
qui dans une notation plus standard en maths se notent :

|00〉 :=


1
0
0
0

 |01〉 :=


0
1
0
0

 |10〉 :=


0
0
1
0

 |11〉 :=


0
0
0
1



Notation 7 (état quantique quelconque) Avec 2 qubits, un état quantique est un vecteur


a
b
c
d

 de C4 que

l’on note

a |00〉+ b |01〉+ c |10〉+ d |11〉
où a, b, c, d ∈ C avec |a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = 1.

Exemple 3 (état non intriqué) L’état suivant est non intriqué :

1

2
|00〉+

1

2
|01〉+

1

2
|10〉+

1

2
.

Exemple 4 (état de Bell) L’état de Bell est l’état d’intrication suivant :

1√
2
|00〉+

1√
2
|11〉 .

2.3 Exemple de trois qu-bits

Exemple 8 Avec 3 qubits, les états physiques sont :

|000〉 |001〉 |010〉 |011〉 |100〉 |101〉 |110〉 |111〉 .

Ce sont :

|000〉 :=



1
0
0
0
0
0
0
0


|001〉 :=



0
1
0
0
0
0
0
0


|010〉 :=



0
0
1
0
0
0
0
0


|011〉 :=



0
0
0
1
0
0
0
0


|100〉 :=



0
0
0
0
1
0
0
0


|101〉 :=



0
0
0
0
0
1
0
0


|110〉 :=



0
0
0
0
0
0
1
0


|111〉 :=



0
0
0
0
0
0
0
1


.

Exemple 5 Un état quantique de 3 q-bits est un vecteur
∑
x∈{0,1}3 αx |x〉 dans C{0,1}3 avec

∑
x∈{0,1}3 |αx|2 = 1 :

α000 |000〉+ α001 |001〉+ α010 |010〉+ α011 |011〉+ α100 |100〉+ α101 |101〉+ α110 |110〉+ α111 |111〉

2.4 Notations générales

Notation 9 On utilise aussi la notation |ϕ〉 pour désigner un vecteur ϕ ∈ C{0,1}n .

Notation 10 Si |ϕ〉 ∈ C{0,1}n , on note |ϕ〉 =
∑
x∈{0,1}n ϕx |x〉.

3 Mesure

3.1 Mesure complète d’un état

Définition 11 (mesure complète) Considérons l’état
∑
x∈{0,1}n αx |x〉 où

∑
x∈{0,1}n

|αx|2 = 1.

La mesure de cet état s’effectue comme suit :

1. le système choisit x ∈ {0, 1}n avec une probabilité de |αx|2 ;

2. l’utilisateur lit cette valeur de x ;

3. le nouveau état devient l’état physique |x〉.
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3.1.1 Mesure d’un qubit

a |0〉+ b |1〉
|0〉

|1〉

avec probabilité |a|2

avec probabilité |b|2

mesure

Exemple 6

1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉

|0〉

|1〉

avec probabilité 1/2

avec probabilité 1/2

mesure

3.1.2 Mesure de deux qubits

a |00〉+ b |01〉+ c |10〉+ d |11〉

|00〉
|01〉
|10〉
|11〉

avec probabilité |a|2

avec probabilité |b|2

avec probabilité |c|2

avec probabilité |d|2

mesure

Exemple 7

1
2 |00〉+ 1

2 |01〉+ 1
2 |10〉+ 1

2 |11〉

|00〉
|01〉
|10〉
|11〉

avec probabilité 1
4

avec probabilité 1
4

avec probabilité 1
4

avec probabilité 1
4

mesure

3.2 Mesure partielle

3.2.1 Mesure partielle du premier bit parmi deux qubits

a |00〉+ b |01〉+ c |10〉+ d |11〉

1√
|a|2+|b|2

(a |00〉+ b |01〉)

1√
|c|2+|d|2

(c |10〉+ d |11〉)

avec probabilité |a|2 + |b|2

avec probabilité |c|2 + |d|2

mesure

Exemple 8

1
2 |00〉+ 1

2 |01〉+ 1
2 |10〉+ 1

2 |11〉

1√
2
|00〉+ 1√

2
|01〉

1√
2
|10〉+ 1√

2
|11〉

avec probabilité 1
2

avec probabilité 1
2

mesure

Exemple 9

1√
2
|00〉+ 1√

2
|11〉

|00〉

|11〉

avec probabilité 1
2

avec probabilité 1
2

mesure

3.3 En général

Exemple 10 (mesure du premier qubit) Considérons l’état
∑
x∈{0,1}3 αx |x〉 avec

∑
x∈{0,1}3

|αx|2 = 1.

Mesurons le premier qubit :
— P(1er bit = 0) =

∑
x∈{0,1}3|le 1er bit de x est 0 |αx|2.

— P(1er bit = 1) =
∑
x∈{0,1}3|le 1er bit de x est 1 |αx|2.
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Le nouvel état s’obtient en supprimant les termes inconsistants avec la mesure. Par exemple, si on mesure le
premier qubit à 0, on ne garde que les termes dont le premier bit est 0, puis on renormalise. Le nouvel état est :

1√
|α000|2+|α001|2+|α010|2+|α011|2

α000 |000〉+ α001 |001〉+ α010 |010〉+ α011 |011〉 .

Définition 12 (mesure d’un sous-ensemble de qubits) Soit l’état
∑
x∈{0,1}n αx |x〉 où

∑
x∈{0,1}n |αx|2=1.

La mesure des qubits J ⊆ {1, . . . , n} s’effectue comme suit :

1. le système choisit (yj)j∈J ∈ {0, 1}J avec une probabilité de
∑
x∈{0,1}n|xJ=yJ

|αx|2.

2. L’utilisateur lit la valeur choisie (yj)j∈J ∈ {0, 1}J .

3. Le nouvel état est :
1√∑

x∈{0,1}n|xJ=yJ
|αx|2

∑
x∈{0,1}n|xJ=yJ

αx |x〉 .

4 Intrication et produit tensoriel

Soit deux systèmes indépendants (non intriqués) d’états quantiques respectifs |ϕ〉 et |ψ〉. Le produit tensoriel
|ϕ〉 ⊗ |ψ〉 représente l’état quantique du système global.

|ϕ〉 |ψ〉

Exemple 11 Considérons deux qubits non intriqués

|ϕ〉 = a |0〉+ b |1〉 et |ψ〉 = c |0〉+ d |1〉.

L’état quantique global superposé est le produit tensoriel

|ϕ〉 ⊗ |ψ〉 = ac |00〉+ ad |01〉+ bc |10〉+ bd |11〉 .

Définition 13 (produit tensoriel) Soit |ϕ〉 =
∑
x∈{0,1}n ϕx |x〉 dans C2n et |ψ〉 =

∑
y∈{0,1}k ψy |y〉 dans C2k .

Le produit tensoriel de |ϕ〉 et |ψ〉 est le vecteur C2n+k

défini par :

|ϕ〉 ⊗ |ψ〉 =
∑

x∈{0,1}n,y∈{0,1}k
ϕxψy |xy〉 .

Exemple 12 (état non intriqué) L’état

1

2
|00〉+

1

2
|01〉+

1

2
|10〉+

1

2
|11〉

est non intriqué car il s’écrit comme

(
1√
2
|0〉+

1√
2
|1〉)⊗ (

1√
2
|0〉+

1√
2
|1〉).

Exemple 13 (état de Bell) L’état de Bell est

1√
2
|00〉+

1√
2
|11〉

est un état d’intrication : il ne peut pas s’exprimer comme |ϕ〉 ⊗ |ψ〉 où |ϕ〉 et |ψ〉 sont deux qubits.

5 Circuits quantiques

Définition 14 (informelle) Un circuit quantique à n qubits est une suite finie de portes, chacune opérant sur
un sous-ensemble de qubits.

Exemple 15

|0〉 H •

|0〉
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5.1 Quelques portes

Porte Effet Matrice

Négation |0〉 NOT |1〉 |1〉 NOT |0〉
(

0 1
1 0

)

Hadamard |0〉 H 1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉 |1〉 H 1√

2
|0〉 − 1√

2
|1〉 1√

2

(
1 1
1 −1

)

Non contrôlé
|00〉 • |00〉 |10〉 • |11〉

|01〉 • |01〉 |11〉 • |10〉


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0



Remarque 16 Les circuits sont linéaires. Par exemple :

a|0〉+ b|1〉 NOT a|1〉+ b|0〉

Proposition 17 H2 = Id2.

5.2 Fonction linéaire unitaire (*)

Définition 18 (matrice adjointe) Soit U une matrice carrée de taille N ×N . La matrice adjointe de U , notée
U∗, est la matrice transposée de la matrice conjuguée, i.e. :

U∗i,j = Uj,i

pour tout i, j ∈ {1, . . . , N}.

Exemple 14

(
4 + i 5
2 + 2i i

)∗
=

(
4− i 2− 2i

5 −i

)
.

Définition 19 (fonction linéaire unitaire) Une fonction linéaire unitaire de C2n dans C2n est une fonction

C2n → C2n

|ϕ〉 7→ U |ϕ〉

où U est une matrice à coefficients complexes de taille 2n × 2n telle que UU∗ = I2n .

Définition 20 Une porte sur k bits est une partie d’un circuit, munie d’une fonction linéaire unitaire de C2k

dans C2k .

5.3 Hadamard en parallèle sur |0 . . . 0〉

|0〉 H
...

|0〉 H

Chaque porte H transforme sont qu-bits |0〉 en : 1√
2
(|0〉+ |1〉)

L’état global s’obtient par produit tensoriel :

1√
2
(|0〉+ |1〉)⊗ . . . 1√

2
(|0〉+ |1〉) = 1√

2
n

∑
u∈{0,1}n |u〉
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5.4 Portes en parallèle (*)

5.4.1 Deux portes Hadamard en parallèle

H

H

Supposons que l’état quantique initial soit le tenseur de a |0〉+ b |1〉 et c |0〉+ d |1〉, i.e. :

ac |00〉+ ad |01〉+ bc |10〉+ bd |11〉 .
La première porte Hadamard transforme le premier qubit en :

1√
2

(a+ b) |0〉+
1√
2

(a− b) |1〉

La deuxième porte Hadamard transforme le deuxième qubit en :

1√
2

(c+ d) |0〉+
1√
2

(c− d) |1〉

L’état quantique final global s’obtient en prenant le tenseur :

1

2
(a+ b)(c+ d) |00〉+

1

2
(a+ b)(c− d) |01〉+

1

2
(a− b)(c+ d) |10〉+

1

2
(a− b)(c− d) |11〉 .

5.4.2 Cas général (*)

En général, voici comment combiner deux portes. Considérons un système avec k premiers qubits suivis de m
qubits. Soit A = (aij)i,j∈{0,1}k et B une matrice de taille 2m.

Alors l’exécution parallèle de l’application de A qui opère sur les k premiers qubits qui et B qui opère sur les
m derniers qubits, est donnée par la matrice de taille 2k+m suivante :

a00...0,00...0B a00...0,00...1B . . . a00...0,11...1B
a00...1,00...0B a00...1,00...1B . . . a00...1,11...1B
...

... . . .
...

a11...1,00...0B a11...1,00...1B . . . a11...1,11...1B


Exemple 15

H

H

L’exécution parallèle de deux portes Hadamard est :
1√
2

1√
2

(
1 1
1 −1

)
1√
2

1√
2

(
1 1
1 −1

)
1√
2

1√
2

(
1 1
1 −1

)
− 1√

2
1√
2

(
1 1
1 −1

)
 =

1

2


1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1


Exemple 16 L’exécution parallèle de trois portes Hadamard est :

H

H

H

H3 =
1

2
3
2



1 1 1 1 1 1 1 1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1


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Proposition 21 Le résultat de n portes Hadamard en parallèle sur n qubits |0〉 est :∑
x∈{0,1}n

1

2
n
2
|x〉 .

Démonstration. Par récurrence sur n. �

Définition 22 Soit i, j ∈ {0, 1}n. i • j est le produit scalaire des vecteurs de bits correspondant à i et j.

Exemple 17 011 • 100 = 0× 1 + 1× 0 + 1× 0 = 0.

Proposition 23 La matrice H⊗n de n portes d’Hadamard en parallèle est

H⊗ni,j =
1

2
n
2

(−1)i•j

Démonstration. Par récurrence sur n. �

6 Algorithme de Grover

Dans toute cette section, n désigne le nombre de qubits et M = 2n le nombre d’états physiques possibles.

6.1 Problème de recherche d’une solution

Recherche d’une solution
entrée : une bôıte noire implémentant une fonction f : {0, 1}n → {0, 1} telle qu’il existe un unique σ ∈ {0, 1}n tel que
f(σ) = 1.
sortie : l’élément σ avec une probabilité ≥ 1

2
.

Exemple 24 Considérons une grille de Sudoku qui admet une unique solution σ.

solution σ

On considère la fonction

f : {0, 1}n → {0, 1}

complétion x de la grille 7→

{
1 si x respecte les contraintes du Sudoku

0 sinon

Proposition 25 L’algorithme déterministe näıf pour décider la recherche d’une solution est en temps Θ(2n)
dans le pire cas, si on suppose que la bôıte noire est en O(1).
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6.2 Principe de l’algorithme

Algorithme de Grover

|0〉 /n H⊗n Uf D Uf D · · · Uf D

où
— H⊗n représente n portes Hadamard en parallèle, une sur chaque qubit ;
— Uf est un circuit qui représente la fonction f de la façon suivante :

Uf (x) =

{
−x si x = σ

x sinon

— D est appelé l’opérateur de diffusion de Grover défini par la matrice :
2/M − 1 2/M · · · 2/M

2/M 2/M − 1
. . .

...
...

. . .
. . . 2/M

2/M · · · 2/M 2/M − 1



portes d’Hadamard−−−−−−−−−−−−→

|σ〉

Uf−−→

|σ〉

D−→

|σ〉

Uf−−→

|σ〉

D−→

|σ〉

Uf−−→ . . .

Remarque 26 (implémentation de D) On a :

D = H⊗nRH⊗n

où H⊗n est la matrice pour n portes Hadamard en parallèle et R =


1 0 . . . 0
0 −1 0 . . . 0
0 0 −1 . . . 0
... . . .
0 0 . . . 0 −1

 .

6.3 Effet des itérations

Notation 27 (somme des états physiques autres que σ) |ρ〉 :=
∑
x∈{0,1}n,x 6=σ |x〉 .

Proposition 28 La k-ème itération est :

sk−1|σ〉+ rk−1|ρ〉
Uf−−→ −sk−1|σ〉+ rk−1|ρ〉

D−→ sk|σ〉+ rk|ρ〉
avec s0 = r0 = 1√

N
; sk+1 :=

(
N−2
N sk + 2N−1

N rk
)

et rk+1 :=
(
− 2
N sk + N−2

N rk
)
.

Démonstration. Montrons par récurrence sur k qu’au début de la k-ème itération est sk|σ〉 + rk|ρ〉.
Initialisation. Juste après les portes d’Hadamard, le système est dans l’état∑

x∈{0,1}n

1√
N
|x〉 =

1√
N
|σ〉+

1√
N
|ρ〉

d’où les valeurs de s0 et r0.

Hérédité.
Comme Uf ne touche à rien sauf qu’il retourne |σ〉 on a :

sk|σ〉+ rk|ρ〉
Uf−−→ −sk|σ〉+ rk|ρ〉

Puis on a :
−sk|σ〉+ rk|ρ〉 →D sk+1|σ〉+ rk+1|ρ〉.

En effet,
D(−sk|σ〉+ rk|ρ〉) = 2(−skP |σ〉+ rkP |ρ〉) + sk|σ〉 − rk|ρ〉

et P |σ〉 = 1
N |σ〉+ 1

N |ρ〉 et P |ρ〉 = N−1
N |σ〉+ N−1

N |ρ〉. �
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6.4 Calcul du nombre d’itérations

Notation 29 Dans la suite, on note θ ∈]0, π2 [ l’angle tel que sin θ = 1√
N

.

Proposition 30 Pour tout entier k ≥ 0, on a :

sk = sin ((2k + 1)θ) rk = 1√
N−1

cos ((2k + 1)θ).

θ

Démonstration. Par récurrence sur k. Laissé en exercice en vénérant l’art de la trigonométrie. �

Théorème 31 Avec un nombre d’itération en ` = O(
√
N), on mesure σ avec une probabilité ≥ 1− 1

N .

Démonstration. Idéalement, on aurait (2`∗ + 1)θ = π
2 , i.e. `∗ = π

4θ −
1
2 . Mais cette valeur n’est pas

forcément un entier. Soit ` l’entier le plus proche de `∗.

`∗
` π

4θ

` ≤ π
4θ sin θ ≤ θ

` ≤ π
4 sin θ = π

√
N

4 = O(
√
N)

La probabilité de mesurer σ est |s`|2 = s2
` . La probabilité de ne pas mesurer σ est 1− s2

` .

1− s2
` = 1− sin2 (2`+ 1)θ)

= cos2((2`+ 1)θ))

= sin2((2`+ 1)θ − π

2
))

≤ sin2 θ voir plus bas

=
1

N

sin2 x = sin2 |x|

` l’entier le plus proche de `∗

|`− `∗| ≤ 1
2

|(2`+ 1)− (2`∗ + 1)| ≤ 1 `∗ = π
4θ −

1
2

|(2`+ 1)θ − π
2 | ≤ θ

sin(|(2`+ 1)θ − π
2 |) ≤ sin θ

sin2((2`+ 1)θ − π
2 ) ≤ sin2 θ

�

7 Transformée de Fourier quantique

7.1 Rappel du problème

Soit M = 2n.

Définition 32 Transformée de Fourier
entrée : (a0, . . . , aM−1) ∈ CM , une racine M -ème de l’unité primitive ω ;

sortie : A(ω0), A(ω), . . . , A(ωM−1) où A =
∑M−1

i=0 aiX
i.

10



7.2 Algorithme classique

entrée : des nombres a0, . . . , aM−1, et une racine M -ème de l’unité primitive ω

sortie : A(ω0), A(ω), . . . , A(ωM−1) où A =
∑M−1
i=0 aiX

i

fonction FFT(a0, . . . , aM−1, ω)
si M = 1

renvoyer a0

sinon
(s0, . . . , sM/2−1) := FFT (a0, a2, . . . , aM−2, ω

2)
(s′0, . . . , s

′
M/2−1) := FFT (a1, a3, . . . , aM−1, ω

2)

pour k = 0 à M/2− 1

bk := sk + ωks′k
bk+M/2 := sk − ωks′k

opération papillon

renvoyer b0, . . . , bM−1

Proposition 33 La FFT réalise le calcul en O(M logM).

a0 b0
a1 b1
a2 b2
a3 b3
a4 b4
a5 b5
a6 b6

aM−1 bM−1

FFTM (•, ω)

ω0

ω1

ω2

ωM/2−1

FFTM/2(•, ω2)

FFTM/2(•, ω2)

7.3 Circuit quantique

Le circuit est composé d’abord de l’appel récursif qui réalise la “FFT en parallèle” sur les n − 1 premiers
qu-bits. Puis on a des portes de changement de phase contrôlé. Par exemple, la première porte vient modifier
la phase en multipliant par ωM/4 un coefficient d’une coordonnée où x0 = xn = 1. Pour les autres coefficients,
cette porte ne fait rien. Cette suite de changement de phase correspond au calcul de ωjs′k qui est un préalable à
l’opération papillon. Enfin, les opérations papillon sont réalisées par une porte d’Hadamard sur le dernier qu-bit
(oui oui, ça marche !).

QFTM (•, ω)

|x0〉

|xn−1〉

|xn〉

|y0〉

|yn−1〉

|yn〉

QFTM/2

HωM/4 ω

. . .
...

...

En sortie, on récupère le résultat de la FFT mais normalisée (car il faut que le module du vecteur soit 1).

Proposition 34 QFT est en temps O(log2M).

Démonstration. Soit T (n) la complexité pour le calcul de QFT (|x〉) sur une entrée avec n qubits. Cette
entrée code bien M = 2n nombres complexes a0, . . . , aM−1. On a :

T (n) = T (n− 1) +O(n).

D’où une complexité temporelle T (n) = O(n2) = O(log2M).
�
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Théorème 35 Notons (b0, . . . , bM−1) = FFT (a0, . . . , aM−1, ω).
Soit |x〉 :=

∑
u∈{0,1}n au|u〉. L’état quantique après QFTM,ω(|x〉) est

|y〉 :=
1√
M

∑
u∈{0,1}n

bu|u〉.

Démonstration. On note Σ = {0, 1}. Par récurrence sur k, on démontre la propriété suivante P(k) :

QFT2k(|x〉) =
1√
2k

∑
uv∈Σk×Σn−k

buv|uv〉

où pour tout v ∈ Σn−k, on a (buv)u∈Σk = FFT ((auv)u∈Σk , ω
2n−k).

Dans la propriété précédente, v dénote les bits de poids faibles et u les bits de fort. Le circuit de QFT2k n’agit
que ces k bits de poids fort. La propriété dit que la FFT a été appliqué sur les vecteurs obtenus en fixant les bits
de points faibles.

P(1) C’est ok.

Cas récursif Supposons P(k − 1) et démontrons P(k). On a :

QFT2k−1(|x〉) =
1√

2k−1

∑
uv∈Σk−1×Σn−k+1

buv|uv〉

où pour tout v ∈ Σn−k+1, on a (buv)u∈Σk−1 = FFT ((auv)u∈Σk−1 , ω2n−k).
En particulier, pour tout v ∈ Σn−k, on récupère les valeurs (bu0v)u∈Σk−1 et (bu1v)u∈Σk−1 .
Effet des portes de déphasage. Les portes de déphasage viennent lire le k bits (le 0 et 1 apparent dans

u0v et u1v) :
— les valeurs bu0v ne sont pas modifiées ;
— bu0v := ωM/4bu0v si la première lettre de u est un 1 ;
— bu0v := ωM/8bu0v si la 2ème lettre de u est un 1 ;

—
...

— bu0v := ω1bu0v si la k − 1-ème lettre (= la dernière lettre) de u est un 1.
Ainsi, si on interprète u comme un nombre (i.e. u est l’écriture binaire d’un nombre que l’on continue à noter

u), l’ensemble de l’effet des portes de déphasage correspond à faire

bu1v := ωubu1v.

Effet de la porte d’Hadamard. Notons |y〉 =
∑
w∈Σn yw|w〉. La porte d’Hadamard réalise :{

yu0v := 1√
2
(bu0v + ωubu1v)

yu1v := 1√
2
(bu0v − ωubu1v)

où les valeurs b... sont les valeurs juste après le circuit QFTM/2.

Ainsi on a pour tout v ∈ Σn−k, on a

(yuv)u∈Σk =
1√
2k
FFT ((auv)u∈Σk , ω

2n−k).

CQFD. �

8 Algorithme de Shor

8.1 Problème

Définition 36 Factorisation
entrée : un entier N écrit en binaire
sortie : un facteur de N

Définition 37 (problème de décision) Factorisation
entrée : un entier N , un entier k, tous deux écrits en binaire
sortie : oui, si N admet un facteur de plus grand que k, non

Proposition 38 Factorisation est dans NP ∩ coNP.
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Démonstration.

1. Montrons que FACTORISATION est dans NP. Voici un algorithme non-déterministe en temps polynomial.
Tout d’abord, on choisit de manière non déterministe un entier p dans {k, . . . , n− 1}. On teste si p divise
n et si p est premier en temps polynomial.

2. Montrons que FACTORISATION est dans coNP. Voici un algorithme non-déterministe pour le problème
dual FACTORISATION. L’idée est de choisir une factorisation p1 . . . pj de n avec pi ∈ {2, . . . , k − 1}. Une
telle factorisation s’écrit comme un mot de la forme 〈p1〉#〈p2〉 . . . 〈pj〉 où 〈pi〉 est l’écriture binaire de pi.
Comme p1 . . . pj = n ≥ 2j donc j ≤ log n. Ensuite, chaque pi est un mot de longueur au plus log k. Donc
une telle factorisation est un mot polynomial en la taille de (n, k).

Ainsi, on se propose l’algorithme non-déterministe suivant :

(a) Choisir un mot de la forme 〈p1〉#〈p2〉 . . . 〈pj〉 où j ≤ log n et chaque pi est un mot de longueur au plus
log k

(b) tester si tous les pi sont premiers avec un algorithme polynomial puis on vérifie que
p1 . . . pk = n.

�

Remarque 39 On ne sait pas si Factorisation est dans P.

8.2 Calcul de l’ordre d’un élément

On note n le nombre de bits pour représenter l’entier N à factoriser. On note Q = 2n.

Définition 40 (ordre) L’ordre de x modulo N est le plus petit entier r > 0 tel que xr ≡ 1[N ].

entrée : un entier g, un entier N tels que g et N soient premiers entre eux
sortie : l’ordre de g dans Z/NZ× (ou échec)
fonction quantique ordre(g,N)

créer deux registres de n qu-bits chacun
créer de l’état superposé 1√

Q

∑Q−1
x=0 |x, 0n〉 où n est le nombre de bits pour écrire N et Q = 2n

considérons la fonction
f : Z/NZ → Z/NZ

x 7→ gx mod N

calcul de l’état superposé 1√
Q

∑Q−1
x=0 |x, f(x)〉 en utilisant l’algorithme d’exponentation rapide modulaire

lire le deuxième registre (celui contenant les valeurs de f(x))

l’état du premier registre est |α〉 = coefficient×
∑Q/r−1
j=0 |jr + k〉

appliquer QFT sur le premier registre
renvoyer la période de f calculée avec l’algo de transformée de Fourier quantique

Explication de comment calculer l’ordre r avec la QFT.
Explication de comment calculer l’ordre r avec la QFT. Par définition de la transformée de Fourier,

l’application de QFT sur |x〉 donne QFT (|x〉) = 1√
Q

∑Q−1
y=0 ω

xy|y〉 où ω est une racine Q de l’unité primitive.

L’application de QFT sur le premier registre donne donc l’état quantique :

1

Q

Q−1∑
x=0

Q−1∑
y=0

ωxy|y, f(x)〉.

Avec un peu de mathématiques, cet état est en fait égal à

1

Q

N−1∑
z=0

Q−1∑
y=0

∑
x∈{0,...,Q−1}|f(x)=z

ωxy

︸ ︷︷ ︸
αyz

|y, z〉.

On se retrouve avec un état où le coefficient devant chaque état physique |x, z〉 est
∑
x∈{0,...,Q−1}|f(x)=z ω

xy.

On va réécrire ce coefficient. Pour cela, on constate que l’ensemble des x tel que f(x) = z n’est pas un ensemble
complétement désordonné ! Il peut se mettre sous la forme :

{xz + br | 0 ≤ b ≤ m}

où r est le rang de g, xz est le plus petit entier tel que f(xz) = z et m = bQ−xz−1
r c + 1. Ainsi ce coefficient

s’écrit :
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αyz :=
∑

x∈{0,...,Q−1}|f(x)=z

ωxy =

m−1∑
b=0

ω(xz+br)y = ωxzy
m−1∑
b=0

ωbry = ωxzy
ωmry − 1

ωry − 1

La probabilité de lire |yz〉 vaut |αyz|2 et on a :

|αyz|2 =
1

Q2

sin2(mryQ )

sin2( ryQ )
.

La probabilité précédente est la plus forte quand le dénominateur est proche de 0, i.e. quand ry
Q est proche

d’un entier. Ainsi, on faisant une lecture, on tombera avec une probabilité assez élevé sur un |y, f(x)〉 avec y
Qr = c

entier.
La fraction y

Q est connue (y est donné par la mesure, et Q est connu depuis le début !).

8.3 Calcul d’un facteur

entrée : un entier N composée, qui n’est pas une puissance d’un nombre premier
sortie : une factorisation de N ou échec
fonction shor(N)

choisir au hasard g dans {2, . . . , N − 1}
si pgcd(g,N) 6= 1 alors renvoyer pgcd(g,N)
r := ordre de g dans Z/NZ× (obtenu avec l’algorithme quantique ci-dessus)
si r impair alors échec
si gr/2 ≡ −1 mod N alors échec
renvoyer pgcd(gr/2 + 1, N)

On peut tester si un entier est composé en appliquant un test de primalité. Puis tester qu’il n’est pas de la
forme ab efficacement.

Théorème 41 Si N est un entier composée qui n’est pas une puissance d’un nombre premier, alors shor(N)
renvoie un facteur de N avec une probabilité ≥ 1

3 .

Démonstration. Si pgcd(g,N) 6= 1 alors pgcd(g,N) est un facteur de N .
Sinon, g est dans le groupe multiplicatif Z/NZ×. On calcule l’ordre de g, que l’on note r.

Définition 42 Une racine carrée non triviale x de 1 modulo N est un entier x 6≡ ±1[N ] avec x2 ≡ 1[N ].

Lemme 43 Si x est une racine carrée non triviale de 1 modulo N , alors pgcd(x+ 1, N) est un facteur de N non
trivial.

Démonstration. Soit x est une racine carrée non triviale de 1, i.e. x2 ≡ 1[N ]. Cela implique que N
divise x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1). D’autre part, comme x est une racine carrée non triviale, on a x 6≡ ±1[N ]. Ainsi
N ne divise ni x + 1 ni x − 1. N doit alors avoir un facteur non trivial avec (x + 1) et (x − 1). En particulier
pgcd(x+ 1, N) est non trivial (et pgcd(x− 1, N) aussi d’ailleurs. �

Lemme 44 Soit N composé avec au moins deux facteurs premiers différents. Soit g choisi uniformément dans
{0, . . . , N − 1}. Soit r l’ordre de g modulo N . Si pgcd(g,N) = 1, alors

P(r soit pair, et gr/2 6= −1[N ]) ≥ 1

2
.

Démonstration.
Pour simplifier la démonstration, supposons que N = p1p2 où p1 et p2 premiers. Par le théorème des restes

chinois, choisis g choisi uniformément dans Z/NZ∗ c’est comme choisis g1 dans Z/p1Z
∗ et g2 dans Z/p2Z

∗ avec
g = gi[pi]. Soit ri l’ordre de gi dans Z/piZ

∗. Soit di le plus grand tel que 2di |ri ; et d le plus grand tel que 2d|r.
On montre que pour avoir r impair ou gr/2 = −1[N ], il faut que d1 = d2. La probabilité de ça est au plus 1

2 .

TODO:
Si r est impair, alors comme r1, r2|r, r1 et r2 sont aussi impairs. Et donc d1 = d2 = 0. L’autre cas c’est r

pair et gr/2 = −1[N ]. Mais alors gr/2 = −1[pi]. TODO: pourquoi ? Donc ri ne divise pas r/2. Comme ri|r, on a
d1 = d2. �

�
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9 Notes bibliographiques

Le dernier chapitre de [DPV06] est plaisant et a été beaucoup utilisé pour fabriquer ce cours. Le seul souci
est qu’il présente l’algorithme de Shor : très intéressant mais rien est fait proprement, et pour cause, l’algorithme
de Shor requiert un peu de théorie des nombres, et beaucoup de calcul avec la FFT etc. J’ai donc relayé la QFT
et Shor à la fin. J’ai préféré présenter au début l’algorithme de Grover, plus simple à comprendre. L’algorithme
de Grover a été proposé en 1996 [Gro96], attention la démonstration de correction dans l’article original contient
quelque erreurs. L’algorithme de Grover est optimal (dans un certain sens) [BBBV97]. Pour des informations sur
l’implémentation, consulter [NO10]. Le lecteur ou la lectrice intéressée pourra se référer aussi à [CEP+18].
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